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Resumo: Nas últimas décadas, o interesse pelo estudo de equações diferenciais parciais 
fracionárias tem atraído a atenção da comunidade científica. Isto se deve a necessidade de 
estudos relacionados ao desenvolvimento de modelos matemáticos com ordens fracionárias, a 
influência destas ordens nos perfis obtidos e na adaptação das tradicionais técnicas para o 
contexto fracionário. Do ponto de vista numérico, tais equações diferenciais parciais 
fracionárias têm sido resolvidas considerando o Métodos das Diferenças Finitas e de suas 
variantes. Diante do que foi apresentado, a presente contribuição tem como objetivo aplicar o 
Método da Colocação Ortogonal como metodologia numérica para a resolução de equações 
diferenciais parciais fracionárias no espaço. Para essa finalidade, dois estudos de caso são 
apresentados. Os resultados obtidos demonstram que a metodologia proposta é configurada 
como uma interessante estratégia para resolver este tipo de problema.  
 

Palavras-chave: Equações Diferenciais Fracionárias, Colocação Ortogonal, Método Numérico. 
 

Abstract: In last decades, the study of fractional partial differential equations has attracted the 
attention of scientific community. This is due to studies related to development of mathematical 
models with fractional orders, the influence of these orders on profiles obtained and adaptation 
of traditional techniques to solve fractional problems. From the numerical point of view, these 
fractional partial differential equations have been solved considering the Finite Differences 
Methods and their variants. This contribution aims to apply the Orthogonal Collocation Method 
as numerical methodology to solve space-fractional partial differential equations. For this 
purpose, two test cases are presented. The results indicated that the proposed methodology is 
configured as an interesting strategy to solve this kind of problem. 
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1 INTRODUÇÃO 
 
 Nas últimas décadas, o aprimoramento e/ou desenvolvimento de 

métodos analíticos e/ou numéricos para a resolução de Equações Diferenciais 

Parciais com Ordem Fracionária (EDPOF) têm atraído a atenção da 

comunidade científica. O interesse pelo cálculo fracionário se deve ao grande 

número de aplicações que podem ser realizadas com estes modelos, que se 

caracterizam pela generalização dos tradicionais modelos com ordem inteira. 

Dentre estas aplicações pode-se citar a modelagem de sistemas de 

engenharia, com destaque para o problema de difusão anômala, que é 

empregado para representar determinados fenômenos que não podem ser 

modelados pela lei de Fick. Como exemplo destes fenômenos pode-se citar a 

influência do atraso de tempo, da retenção de partículas e de aceleração em 

processos difusivos (SILVA, 2016). Matematicamente, o processo de difusão 

anômala pode ser interpretado como aquele no qual o deslocamento 

quadrático médio não é função linear do tempo, diferentemente do processo 

tradicional de difusão (clássica), onde essa relação é linear (PEDRON, 2003; 

BEVILACQUA et al., 2011a, 2011b). 

Do ponto de vista prático, a resolução analítica de um modelo descrito 

por uma equação ou um sistema de equações diferenciais fracionárias pode 

ser obtida apenas para casos bem específicos, sendo que a grande maioria 

dos problemas deve ser resolvida numericamente. Neste contexto, o Método 

das Diferenças Finitas (Explícito ou Implícito) configura-se como uma das 

técnicas numéricas mais empregadas para a resolução de equações 

diferenciais parciais fracionárias (SZEKERES e IZSÁK, 2015; LIU e HOU, 

2017). A escolha por este tipo de abordagem numérica se deve, apesar da sua 

dependência com o número de pontos de discretização, a simplicidade oriunda 

desta metodologia em termos conceituais, a aspectos de implementação e por 

alguns destes apresentarem estabilidade numérica (LIU e HOU, 2017). 

Diante do que foi apresentado, a presente contribuição tem por objetivo 

avaliar a aplicabilidade do Método da Colocação Ortogonal (MCO) para a 

resolução de equações diferenciais parciais fracionárias no espaço que 
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representam problemas tradicionais de difusão (clássica e anômala). Para esta 

finalidade, esta técnica que, tradicionalmente tem sido empregada para 

resolver problemas diferenciais com ordem inteira, é estendida para o contexto 

fracionário. Este trabalho está estruturado como segue. A seção 2 apresenta 

alguns conceitos importantes no que tange equações diferenciais fracionárias. 

Na seção 3 é descrito o problema matemático de interesse. Já na seção 4 é 

apresentada a fundamentação teórica do MCO, bem como a sua extensão para 

o tratamento de equações diferenciais parciais fracionárias. Os resultados 

obtidos com a simulação do modelo são apresentados na seção 5. A última 

seção apresenta as conclusões deste trabalho. 

 

2 CONCEITOS PRELIMIARES 
 

O cálculo fracionário teve origem numa troca de correspondências entre 

Leibniz e L'Hôpital, onde o primeiro indagou sobre a generalização da derivada 

de ordem inteira para uma ordem arbitrária. Todavia, a primeira menção 

concreta da manipulação algébrica do cálculo fracionária ocorreu com S. F. 

Lacroix, o qual propôs substituir o fatorial na fórmula para a n-ésima derivada 

da função y=xm, onde n e m são números reais tal que m ≥ n, pela função Γ, de 

modo a generalizar a função fatorial para o conjunto dos números complexos 

diferentes dos inteiros menores ou iguais a zero, obtendo a seguinte relação 

(GALVÃO et al., 2013; JACYNTHO et al., 2015; BADRI e TAVAZOEI, 2015): 
 

 

 

 

 

Γ 1!

! Γ 1

n
m n m n

n

md y m
x x

m n m ndx

 


 
  

 (1) 

 

Como proposto por Lacroix, se fizermos m=1 e n=1/2, obtêm-se: 

 1/ 2

1/ 2

2d y x

dx π
  (2) 

 

que é equivalente ao resultado obtido utilizado as derivadas de Riemann-

Liouville e de Caputo. 
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A definição do operador de Grünwald-Letnikov propiciou os primeiros 

métodos numéricos utilizados no cálculo de derivadas de ordem não inteiras 

(OLDHAM e SPAINER,1974). Tais métodos também conduzem a 

aproximações de derivadas e soluções de equações diferenciais de ordem não 

inteira para a derivada de Riemann-Liouville. Para a integral de Riemann, é 

feito uma discretização da integral de convolução utilizada na definição do 

operador de Grünwald-Letnikov. Ainda que aplicáveis, tais métodos 

demandavam recursos computacionais dificilmente disponíveis até meados da 

década de 1990. Essa demanda se justifica pelos operadores de ordem não 

inteira dependerem de memória hereditária do sistema (WESTERLUND,1991). 

Alternativamente, pode-se aproximar sistemas de ordem não inteira por 

sistemas inteiros de alta ordem, o que proporciona a obtenção de resultados de 

forma mais rápida, bem como obtêm métodos numéricos menos trabalhosos 

computacionalmente para os operadores de derivação e integração de 

Riemann-Liouville (CHAREF et al., 1992).  

Em se tratando da interpretação geométrica de uma equação diferencial 

com ordem fracionária α, observa-se que não existe uma teoria universalmente 

aceita sobre o tema. Uma das explicações mais empregadas para essa 

finalidade foi proposta por Gutiérrez (2010), o qual analisou o cálculo com 

ordem fracionária através do ponto de vista probabilístico via definição de 

Grünwald-Letnikov (Gutiérrez et al., 2010): 

 

 
 

   

( ) /

0
0

Γ 11
lim 1 ( )

Γ 1 Γ 1

x a h
mα

αh
m

α
D f x mh

m α mh







  

  
  (3) 

 

A Figura 1 apresenta a interpretação geométrica da derivada de ordem 

fracionária segundo Gutiérrez et al. (2010). Nesta figura, Gutiérrez et al. (2010) 

concluiu que a derivada fracionaria é uma soma ponderada do valor da função 

f(x), para k=0, e valores passados de f(x), para k > 1, isto é; f(x-h), f(x-2h) e f(x-

nh), em que h é o tamanho do passo de integração e n é o enésimo valor 

considerado. Se considerarmos α (0 < α < 1) o fator de ponderação. Quanto 

mais próximos estamos do valor de f(x), mais próximo α se aproxima de 1. 
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Figura 1 - Interpretação geométrica da derivada de ordem fracionária 

(Adaptado de Gutiérrez et al. (2010)) 

 

Portanto, ao observar a Fig. 1, a derivada de ordem fracionária equivale 

ao declive da reta (θ) que une o valor presente de f(x) e o outro valor 

simbolizado por E(x), situado em x=hα e que representa uma media dos valores 

ponderados. Repare que a base é sempre paralela ao eixo x, resultando que, 

para α=1, todos os valores do parâmetro γ são nulos e o valor anterior à 

informação é unitário como na fórmula clássica da tangente (ver a Fig.1). Os 

valores de γ continuam nulos para α=0, exceto para o valor presente que é 

unitário, fato que resulta no próprio valor da função. 

 

 

3 FORMULAÇÃO MATEMÁTICA DO PROBLEMA DE 

INTERESSE 

Matematicamente, o problema a ser abordado neste trabalho consiste de 

uma equação diferencial parcial de ordem inteira no tempo e de ordem 

fracionária no espaço, conforme descrito a seguir (ASLEFALLAH e ROSTAMY, 

2014): 

 ( , ) ( , )
( ) ( , )

α

α

u x t u x t
d x q x t

t x

 
 

 
 (4) 

 ( , ) ( ),   0 e 0 1u x t f x t x   

 
(5) 
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1 2 3

( , )
( , ) ,  0, 0

u x t
β u x t β β x t

x


   

  

(6) 

 

4 5 6

( , )
( , ) ,  1, 0

u x t
β u x t β β x t

x


   

  

(7) 

 

em que u é a variável dependente, t (t ≥ 0) é a variável independente temporal, 

x (0 ≤ x ≤ 1) é a variável espacial, d é uma função que depende da variável 

espacial, q é o termo fonte que depende de ambas as variáveis independentes, 

α (0 ≤ α ≤ 2) é a ordem da equação diferencial parcial fracionária, f é uma 

função que define a condição inicial e βi (i=1, ..., 6) são constantes que definem 

o tipo de condição de contorno considerada. 

 

4 METODOLOGIA 
 

Conforme destacado anteriormente, a literatura especializada tem 

apresentado diferentes metodologias para a resolução de uma EDPOF. No 

presente estudo será considerada como metodologia de resolução a extensão 

do MCO (VILLADSEN e MICHELSEN, 1978), proposto originalmente para a 

resolução de equações diferenciais parciais com ordem inteira. Para essa 

finalidade, inicialmente será brevemente apresentado o MCO canônico. 

 

4.1. MCO para a Resolução de EDP com Ordem Inteira 

Em linhas gerais, a técnica de colocação consiste na definição de uma 

função para aproximar a solução em determinados pontos do domínio de 

interesse (pontos de colocação). Neste caso, obriga-se que a equação original 

coincida com a solução aproximada nestes pontos, bem como satisfaça as 

condições de contorno. Apesar da escolha da função de aproximação e dos 

pontos de colocação poder ser realizada de forma aleatória, tradicionalmente 

tem-se utilizado como função de aproximação o Polinômio de Lagrange (PL) e 

como pontos de colocação as raízes de um polinômio ortogonal. Cabe ressaltar 

que a escolha pelo PL se deve ao fato de que este possibilita a redução do 

custo computacional associado com a necessidade de obtenção de derivadas 

em relação a outros tipos de aproximações (VILLADSEN e MICHELSEN, 
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1978). Além disso, ao se escolher trabalhar com as raízes de um polinômio 

ortogonal como pontos de colocação, tem-se naturalmente a redução do 

número de pontos de discretização, o que na prática implica na redução da 

dimensão do problema a ser resolvido (LARANJEIRA e PINTO, 2001). 

A seguir é apresentado o algoritmo de Colocação Ortogonal para a 

resolução de equações diferenciais parciais com ordem inteira (LARANJEIRA e 

PINTO, 2001): 

1. Definir os parâmetros de entrada: domínio do problema, função peso 

para a determinação do polinômio ortogonal, grau N da aproximação (o 

polinômio tem N+1 coeficientes); 

2. Calcular o polinômio ortogonal de grau N+1-NCC, onde NCC é o número 

de condições de contorno que precisam ser satisfeitas; 

3. Calcular as N+1-NCC raízes (pontos de colocação) do polinômio 

ortogonal; 

4. Determinar as equações (resíduo nos pontos de colocação) e as 

equações derivadas das condições de contorno; 

5. Resolver o sistema de equações resultantes; 

6. Verificar se a solução obtida não é modificada com o aumento do grau 

da aproximação. 
 

Para a obtenção do polinômio ortogonal (p) pode-se utilizar a seguinte 

relação recursiva (LARANJEIRA e PINTO, 2001): 

   1 2( ) ( ) ( )i i i i ip x x λ p x η p x
 

    (8) 
 

em que i é um contador (1 ≤ i ≤ N), p-1(x)=0, p0(x)=1 e λi e ηi são constantes 

determinadas a partir das seguintes relações: 

 1

1 2

0

1

2

2

0

( ) ( ) ( )

( ) ( )

i i

i

i

xW x p x p x dx

λ

W x p x dx

 



 



 

(9) 
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 1

2

1

0

1

2

1

0

( ) ( )

( ) ( )

i

i

i

xW x p x dx

η

W x p x dx





 


  

(10) 

 

em que W(x) é a função peso. 

Assim, definindo o número de pontos de colocação, o intervalo [0,1] de 

integração e a função peso W(x), o polinômio ortogonal pode ser obtido e, 

consequentemente, as raízes onde o sistema a ser resolvido será avaliado. 

Finalmente, cabe ressaltar que a qualidade do resultado obtido é função 

da aproximação considerada, sendo que um aumento excessivo do grau da 

mesma não necessariamente implica na melhora da qualidade da solução 

obtida, sendo observado um comportamento oscilatório nas proximidades de 

regiões onde a solução não experimenta variações pronunciadas (VILLADSEN 

e MICHELSEN, 1978). 

4.2. Extensão do MCO para a Resolução de EDPOF 

Na seção anterior foi apresentado o algoritmo para a resolução de uma 

equação diferencial parcial com ordem inteira. Para a sua aplicação em um 

problema em que o termo diferencial apresenta ordem fracionária, é necessária 

uma pequena adaptação no item 4 do algoritmo descrito. Neste caso, a 

avaliação do PL, em relação ao termo diferencial fracionário, deverá ser 

realizada de acordo com uma das definições apresentadas na literatura 

corrente para a diferenciação deste termo. Assim, considerando-se a definição 

de derivada fracionária para um polinômio dada pela Eq. (1), as derivadas 

referentes ao PL podem ser obtidas. Para essa finalidade, o termo a seguir é 

utilizado para representar a derivada fracionária do PL: 

  

 
1

Γ 1

Γ

i α
i

X
i α

 



 (11) 

em que i é um contador pertencente ao intervalo [0 N+1], X é a variável 

independente e α é a ordem da equação fracionária.  
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Com esta pequena mudança pode-se avaliar o termo diferencial 

fracionário, permitindo a resolução de um problema diferencial fracionário a 

partir de uma técnica proposta inicialmente para a resolução de um problema 

diferencial com ordem inteira.  

 

5 RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

Para avaliar a metodologia proposta, a seguir são apresentados dois 

estudos de caso. Para essa finalidade considera-se a influência do número de 

pontos de colocação na qualidade da solução obtida através do cálculo do 

somatório do erro absoluto cometido em cada ponto (Φ), definido como: 

 

 
2

1

Φ
M

cal ana

i i
i

u u


   (12) 

em que 
cal

iu e 
ana

iu representam os valores referentes a variável dependente 

calculados numericamente e analiticamente, respectivamente e M é o número 

de pontos considerados na análise. 
 

5.1. Caso 1 

Este estudo de caso considera os seguintes parâmetros do problema 

definido na seção 3 (ASLEFALLAH e ROSTAMY, 2014): 

 1,8( ) Γ(0,2)d x x  (13) 

 2( , ) (2 11 ) tq x t x x e  

 
(14) 

 ( ) (1 )f x x x 

 
(15) 

 
1 2 3(0, ) 0,  ( 1, 0)u t β β β   

 
(16) 

 
4 5 6(1, ) 0,  ( 1, 0)u t β β β   

 
(17) 

 

A Figura 2 apresenta os resultados obtidos considerando o MCO com 

N=5 (na figura são apresentados pontos interpolados), W(x) igual a unidade e a 

solução analítica (u(x,t)=x(1-x)e-t) (ASLEFALLAH e ROSTAMY, 2014). Nesta 

figura é possível observar uma boa concordância entre a metodologia proposta 
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e a solução analítica, o que evidencia a qualidade da solução obtida 

considerando o MCO estendido para o contexto fracionário.  

Figura 2 – Resultados obtidos para o caso 1 considerando N=5.  
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Já a Tabela 1 apresenta a influência do número de pontos de colocação 

no erro cometido.  

Tabela 1 – Influência do N na qualidade da solução obtida considerando o 

Método da Colocação Ortogonal para o caso 1. 

N 2 3 4 5 

Φ 2,8×10-8 1,9×10-8 1,7×10-8 1,5×10-8 

 

Como esperado, na medida em que se aumenta o valor do número de 

pontos de colocação, o erro cometido é reduzido. Todavia, para o estudo em 

questão, dois pontos de colocação já seriam suficientes para a obtenção de 

uma solução numérica com boa aproximação em relação à solução analítica. 

Além disso, quando comparam-se os resultados obtidos pela metodologia 

proposta em relação ao melhor resultado reportado por Aslefallah e Rostamy 

(2014) considerando o Método de Crank-Nicholson (com parâmetro igual a 0,6 

e tamanho de passo de integração igual a 0,05, o que corresponde a um erro 

da ordem de 9,116×10-4 para um sistema com 20×20 equações), observa-se 

erros de menor magnitude. Cabe ressaltar que o problema resolvido com a 
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aplicação do MCO tem dimensão final proporcional ao valor do número de 

pontos de colocação. No presente estudo, o modelo final a ser resolvido é 

composto por 25×N equações, um número bem menor do que o empregado 

por Aslefallah e Rostamy (2014). 

 

5.2. Caso 2 

O último estudo de caso considera os seguintes parâmetros 

(ASLEFALLAH e ROSTAMY, 2014): 

 1,8( ) Γ(1,2)d x x  (18) 

 2 3 4( , ) (-12 +24 -10,1 )tq x t e x x x

 
(19) 

 2 2( ) (2 )f x x x 

 
(20) 

 
1 2 3(0, ) 0,  ( 1, 0)u t β β β   

 
(21) 

 

5 4 6

(1, )
0, ( 1, 0)

u t
β β β

x


   

  
(22) 

 

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos pelo MCO considerando 

N=5, W(x) igual a unidade e a solução analítica (u(x,t)=x2(2-x)2e-t) 

(ASLEFALLAH e ROSTAMY, 2014). Nesta figura observa-se boa concordância 

entre os resultados obtidos pela metodologia proposta em relação à solução 

analítica. 

A Tabela 2 apresenta a influência do N na qualidade da solução obtida 

considerando o Método da Colocação Ortogonal para o caso 2. Assim como 

observado para o primeiro estudo de caso, quanto maior o número de pontos 

de colocação, menor é o erro cometido. Todavia, para N maiores que três, 

observa-se que o método numérico saturou, isto é; o aumento deste parâmetro 

não implica na redução o erro cometido. Assim, em termos práticos, três pontos 

de colocação já são suficientes para a resolução deste estudo de caso.  
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Figura 3 – Resultados obtidos para o caso 2 considerando N=5. 
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Tabela 2 – Influência do N na qualidade da solução obtida considerando o 

Método da Colocação Ortogonal para o caso 2. 

N 2 3 4 5 

Φ 4,2×10-7 2,5×10-7 2,5×10-7 2,5×10-7 

 

Quando compara-se o resultado obtido com o MCO com o melhor 

resultado obtido por Aslefallah e Rostamy (2014) (parâmetro do Método de 

Crank-Nicholson igual a 0,5 e tamanho de passo de integração igual a 0,05, 

que corresponde a um erro da ordem de 7,325×10-3 para um sistema com 

20×20 equações), também observa-se menores erros para um problema final 

com menor dimensão, apesar deste ser puramente diferencial (o modelo final a 

ser resolvido é composto por 25×N equações). 

 

6 CONCLUSÕES 
 
 O presente trabalho teve por objetivo apresentar a extensão do Método 

da Colocação Ortogonal, proposto originalmente para a resolução de equações 

diferenciais parciais com ordem inteira, para a resolução de uma equação 

diferencial parcial com ordem fracionária no espaço. Neste contexto, foram 

apresentados os resultados obtidos com a metodologia proposta para dois 
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estudos de caso, cuja solução analítica é conhecida. Em linhas gerais, foi 

possível observar que a metodologia considerada foi capaz de obter resultados 

consistentes com as respectivas soluções analíticas. Além disso, também são 

considerados coerentes com aqueles reportados considerando o Método de 

Crank-Nicholson, conforme observado pelo valor do erro encontrado. Todavia, 

é importante ressaltar que os resultados obtidos pela metodologia proposta 

foram obtidos com a resolução de um sistema de equações diferenciais 

ordinárias com um número bem menor de equações, o que implica, 

naturalmente, em um sistema discretizado bem menor do que aquele 

considerado pelo Método de Crank-Nicholson. Enfatiza-se que a avaliação da 

influência da ordem na qualidade da solução obtida não foi objeto de estudo 

desta contribuição. Ressalta-se que a metodologia proposta pode ser estendida 

para problemas em que todos os índices sejam fracionários, não só os 

relacionados com a variável espacial. 

Finalmente, é importante enfatizar que os problemas abordados 

apresentam caráter puramente matemático, isto é; não são estudos específicos 

do fenômeno de difusão anômalo. Neste cenário, como proposta de trabalhos 

futuros pretende-se aplicar a metodologia para a identificação de parâmetros 

em modelos são fracionários e na resolução de problemas de controle ótimo 

em que os modelos são fracionários. 
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