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Resumo: Nas ultimas décadas, o interesse pelo estudo de equacdes diferenciais parciais
fracionarias tem atraido a atencdo da comunidade cientifica. Isto se deve a necessidade de
estudos relacionados ao desenvolvimento de modelos mateméticos com ordens fracionarias, a
influéncia destas ordens nos perfis obtidos e na adaptagdo das tradicionais técnicas para o
contexto fracionario. Do ponto de vista numérico, tais equacgles diferenciais parciais
fracionarias tém sido resolvidas considerando o Métodos das Diferencas Finitas e de suas
variantes. Diante do que foi apresentado, a presente contribuicdo tem como objetivo aplicar o
Método da Colocagdo Ortogonal como metodologia numérica para a resolugdo de equacgdes
diferenciais parciais fracionarias no espacgo. Para essa finalidade, dois estudos de caso sdo
apresentados. Os resultados obtidos demonstram que a metodologia proposta é configurada
como uma interessante estratégia para resolver este tipo de problema.
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Abstract: In last decades, the study of fractional partial differential equations has attracted the
attention of scientific community. This is due to studies related to development of mathematical
models with fractional orders, the influence of these orders on profiles obtained and adaptation
of traditional techniques to solve fractional problems. From the numerical point of view, these
fractional partial differential equations have been solved considering the Finite Differences
Methods and their variants. This contribution aims to apply the Orthogonal Collocation Method
as numerical methodology to solve space-fractional partial differential equations. For this
purpose, two test cases are presented. The results indicated that the proposed methodology is
configured as an interesting strategy to solve this kind of problem.

Keywords: Fractional Differential Equations, Orthogonal Collocation, Numerical Method.

! Programa de Pés Graduac¢do em Modelagem e Otimizacdo, Universidade Federal de Goids,
Av. Dr. Lamartine P. Avelar, 1120, St. Universitario, Bloco M — IMTec, CEP 75704-020, Cataldo,
GO, Brasil, williamjunio.lima@gmail.com.

2 Faculdade de Engenharia Quimica, Universidade Federal de Uberlandia, Av. Jodo Naves de
Avila 2121 - Campus Santa Ménica, Bloco 1K, CEP 38408-144, Uberlandia, MG, Brasil,
fslobato@ufu.br.

3 Faculdade de Engenharia Quimica, Universidade Federal de Uberlandia, Av. Jodo Naves de
Avila 2121 - Campus Santa Ménica, Bloco 1K, CEP 38408-144, Uberlandia, MG, Brasil,
arouca@ufu.br.

Revista Mundi Engenharia, Tecnologia e Gestdo. Paranagua, PR, v.3, n.3, setembro de
2018.

104- 1



1 INTRODUCAO

Nas Ultimas décadas, o aprimoramento e/ou desenvolvimento de
meétodos analiticos e/ou numéricos para a resolucdo de Equacdes Diferenciais
Parciais com Ordem Fracionaria (EDPOF) tém atraido a atencdo da
comunidade cientifica. O interesse pelo calculo fracionario se deve ao grande
namero de aplicagcdes que podem ser realizadas com estes modelos, que se
caracterizam pela generalizacdo dos tradicionais modelos com ordem inteira.

Dentre estas aplicacbes pode-se citar a modelagem de sistemas de
engenharia, com destaque para o problema de difusdo an6mala, que é
empregado para representar determinados fenOmenos que ndo podem ser
modelados pela lei de Fick. Como exemplo destes fenbmenos pode-se citar a
influéncia do atraso de tempo, da retencdo de particulas e de aceleracdo em
processos difusivos (SILVA, 2016). Matematicamente, o processo de difuséo
andmala pode ser interpretado como aquele no qual o deslocamento
quadratico médio ndo é funcédo linear do tempo, diferentemente do processo
tradicional de difusdo (classica), onde essa relacédo é linear (PEDRON, 2003;
BEVILACQUA et al., 2011a, 2011b).

Do ponto de vista prético, a resolucao analitica de um modelo descrito
por uma equacao ou um sistema de equacdes diferenciais fracionarias pode
ser obtida apenas para casos bem especificos, sendo que a grande maioria
dos problemas deve ser resolvida numericamente. Neste contexto, o Método
das Diferencas Finitas (Explicito ou Implicito) configura-se como uma das
técnicas numéricas mais empregadas para a resolucdo de equacdes
diferenciais parciais fracionarias (SZEKERES e IZSAK, 2015; LIU e HOU,
2017). A escolha por este tipo de abordagem numérica se deve, apesar da sua
dependéncia com o numero de pontos de discretizacdo, a simplicidade oriunda
desta metodologia em termos conceituais, a aspectos de implementacéo e por
alguns destes apresentarem estabilidade numérica (LIU e HOU, 2017).

Diante do que foi apresentado, a presente contribuicdo tem por objetivo
avaliar a aplicabilidade do Método da Colocacdo Ortogonal (MCO) para a

resolucdo de equacbes diferenciais parciais fracionarias no espago que
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representam problemas tradicionais de difusdo (classica e anébmala). Para esta
finalidade, esta técnica que, tradicionalmente tem sido empregada para
resolver problemas diferenciais com ordem inteira, é estendida para o contexto
fracionario. Este trabalho esta estruturado como segue. A secdo 2 apresenta
alguns conceitos importantes no que tange equacdes diferenciais fracionarias.
Na secdo 3 é descrito o problema matematico de interesse. J4 na secdo 4 é
apresentada a fundamentacéo tedrica do MCO, bem como a sua extenséo para
o tratamento de equacOes diferenciais parciais fracionarias. Os resultados
obtidos com a simulacdo do modelo sdo apresentados na secdo 5. A Ultima

secao apresenta as conclusodes deste trabalho.

2 CONCEITOS PRELIMIARES

O célculo fracionario teve origem numa troca de correspondéncias entre
Leibniz e L'HOpital, onde o primeiro indagou sobre a generalizacdo da derivada
de ordem inteira para uma ordem arbitraria. Todavia, a primeira mencgao
concreta da manipulacdo algébrica do célculo fracionaria ocorreu com S. F.
Lacroix, o qual propds substituir o fatorial na formula para a n-ésima derivada
da funcdo y=x™, onde n e m sdo numeros reais tal que m = n, pela fungao I', de
modo a generalizar a funcéo fatorial para o conjunto dos nimeros complexos
diferentes dos inteiros menores ou iguais a zero, obtendo a seguinte relacao
(GALVAO et al., 2013; JACYNTHO et al., 2015; BADRI e TAVAZOEI, 2015):

d"y ~ m! (™" F(m+1) mon

" (m-n)  T(m-nt1) @

Como proposto por Lacroix, se fizermos m=1 e n=1/2, obtém-se:

d1/2y ~ 2\/;

dX1/2 - \/F

que é equivalente ao resultado obtido utilizado as derivadas de Riemann-

)

Liouville e de Caputo.
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A definicdo do operador de Grinwald-Letnikov propiciou 0s primeiros
métodos numéricos utilizados no calculo de derivadas de ordem néo inteiras
(OLDHAM e SPAINER,1974). Tais métodos também conduzem a
aproximacoes de derivadas e solucbes de equacdes diferenciais de ordem nao
inteira para a derivada de Riemann-Liouville. Para a integral de Riemann, &
feito uma discretizacdo da integral de convolugéo utilizada na definicdo do
operador de Grunwald-Letnikov. Ainda que aplicaveis, tais métodos
demandavam recursos computacionais dificiimente disponiveis até meados da
década de 1990. Essa demanda se justifica pelos operadores de ordem néo
inteira dependerem de memdéria hereditaria do sistema (WESTERLUND,1991).
Alternativamente, pode-se aproximar sistemas de ordem n&o inteira por
sistemas inteiros de alta ordem, o que proporciona a obtencéo de resultados de
forma mais rapida, bem como obtém métodos numéricos menos trabalhosos
computacionalmente para o0s operadores de derivacdo e integracdo de
Riemann-Liouville (CHAREF et al., 1992).

Em se tratando da interpretacdo geométrica de uma equacéao diferencial
com ordem fracionaria a, observa-se que ndo existe uma teoria universalmente
aceita sobre o tema. Uma das explicacdbes mais empregadas para essa
finalidade foi proposta por Gutiérrez (2010), o qual analisou o célculo com
ordem fracionaria através do ponto de vista probabilistico via definicdo de
Grunwald-Letnikov (Gutiérrez et al., 2010):

(x-a)/h
D = lim -~ (-2)" [a+1)
h>0h? 4= F(m+1)r(a-m+1)

f(x —mh) (3)

A Figura 1 apresenta a interpretacdo geométrica da derivada de ordem
fracionaria segundo Gutiérrez et al. (2010). Nesta figura, Gutiérrez et al. (2010)
concluiu que a derivada fracionaria € uma soma ponderada do valor da funcdo
f(x), para k=0, e valores passados de f(x), para k > 1, isto é; f(x-h), f(x-2h) e f(x-
nh), em que h € o tamanho do passo de integracdo e n € 0 enésimo valor
considerado. Se considerarmos a (0 < a < 1) o fator de ponderagao. Quanto

mais proximos estamos do valor de f(x), mais proximo a se aproxima de 1.

Revista Mundi Engenharia, Tecnologia e Gestdo. Paranagua, PR, v.3, n.3, setembro de
2018.

104- 4



Figura 1 - Interpretacdo geométrica da derivada de ordem fracionéaria
(Adaptado de Gutiérrez et al. (2010))

h*

Portanto, ao observar a Fig. 1, a derivada de ordem fracionaria equivale
ao declive da reta (6) que une o valor presente de f(x) e o outro valor
simbolizado por E(x), situado em x=h? e que representa uma media dos valores
ponderados. Repare que a base € sempre paralela ao eixo X, resultando que,
para a=1, todos os valores do parametro y sdo nulos e o valor anterior a
informacdo € unitario como na formula classica da tangente (ver a Fig.1). Os
valores de y continuam nulos para a=0, exceto para o valor presente que é

unitario, fato que resulta no proéprio valor da funcao.

3 FORMULACAO MATEMATICA DO PROBLEMA DE
INTERESSE

Matematicamente, o problema a ser abordado neste trabalho consiste de
uma equacao diferencial parcial de ordem inteira no tempo e de ordem
fracionaria no espaco, conforme descrito a seguir (ASLEFALLAH e ROSTAMY,
2014):

ou(x,t) ou’(x,t)
T d(x)—ax" +q(x,t) (4)
u(x,t)=f(x), t=0e0<x<1 (5)
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ou(x,t)

Bu(x.t)+ B, =B x=0,t20 (6)
OX
pautx )+, M2 g x =1t 0 @

em que u é a variavel dependente, t (t 2 0) é a variavel independente temporal,
X (0 = x < 1) é a variavel espacial, d € uma funcdo que depende da variavel
espacial, q é o termo fonte que depende de ambas as varidveis independentes,
a (0 < a<2)é aordem da equagao diferencial parcial fracionaria, f € uma
funcdo que define a condigéo inicial e Gi (i=1, ..., 6) séo constantes que definem

o tipo de condic&o de contorno considerada.

4 METODOLOGIA

Conforme destacado anteriormente, a literatura especializada tem
apresentado diferentes metodologias para a resolucdo de uma EDPOF. No
presente estudo sera considerada como metodologia de resolucdo a extensao
do MCO (VILLADSEN e MICHELSEN, 1978), proposto originalmente para a
resolucdo de equacOes diferenciais parciais com ordem inteira. Para essa

finalidade, inicialmente serd brevemente apresentado o MCO candnico.

4.1. MCO para a Resolucédo de EDP com Ordem Inteira

Em linhas gerais, a técnica de colocacdo consiste na definicdo de uma
funcdo para aproximar a solugdo em determinados pontos do dominio de
interesse (pontos de colocacgéo). Neste caso, obriga-se que a equacéo original
coincida com a solucdo aproximada nestes pontos, bem como satisfaca as
condicBes de contorno. Apesar da escolha da funcdo de aproximacdo e dos
pontos de colocacdo poder ser realizada de forma aleatéria, tradicionalmente
tem-se utilizado como fungéo de aproximacao o Polindmio de Lagrange (PL) e
como pontos de colocacgéo as raizes de um polinémio ortogonal. Cabe ressaltar
que a escolha pelo PL se deve ao fato de que este possibilita a redugéo do
custo computacional associado com a necessidade de obtencéo de derivadas

em relacdo a outros tipos de aproximacdes (VILLADSEN e MICHELSEN,
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1978). Além disso, ao se escolher trabalhar com as raizes de um polinémio

ortogonal como pontos de colocacdo, tem-se naturalmente a reducéo do

namero de pontos de discretizagdo, 0 que na pratica implica na reducédo da
dimenséo do problema a ser resolvido (LARANJEIRA e PINTO, 2001).

A seguir € apresentado o algoritmo de Colocacdo Ortogonal para a

resolucao de equacdes diferenciais parciais com ordem inteira (LARANJEIRA e
PINTO, 2001):

1.

Definir os parametros de entrada: dominio do problema, funcdo peso
para a determinacdo do polinbmio ortogonal, grau N da aproximacao (o
polindmio tem N+1 coeficientes);

Calcular o polinémio ortogonal de grau N+1-NCC, onde NCC é o numero
de condi¢Bes de contorno que precisam ser satisfeitas;

Calcular as N+1-NCC raizes (pontos de colocacdo) do polinbmio
ortogonal;

Determinar as equacdes (residuo nos pontos de colocacdo) e as

equacdes derivadas das condi¢cdes de contorno;

5. Resolver o sistema de equac0des resultantes;

6. Verificar se a solucdo obtida ndo € modificada com o aumento do grau

da aproximacao.

Para a obtencéo do polinbmio ortogonal (p) pode-se utilizar a seguinte

relacdo recursiva (LARANJEIRA e PINTO, 2001):

P (X) =(X+Ai)pi_1(x)+r]ipi_2(x) (8)

em que i é um contador (1 <i < N), p-1(x)=0, po(x)=1 e A e ni séo constantes

determinadas a partir das seguintes relacoes:

[XW ()P, 4 (x)p, ,(x)dx

A=

; 9)
W (x)p?, (x)dx
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[XW (x)p2, (x)dx

n = (10)

W (x)p7 ()

em que W(x) € a funcéo peso.

Assim, definindo o nimero de pontos de colocacéao, o intervalo [0,1] de
integracdo e a funcdo peso W(x), o polinbmio ortogonal pode ser obtido e,

consequentemente, as raizes onde o sistema a ser resolvido sera avaliado.

Finalmente, cabe ressaltar que a qualidade do resultado obtido é fungéo
da aproximacéo considerada, sendo que um aumento excessivo do grau da
mesma hao necessariamente implica na melhora da qualidade da solucao
obtida, sendo observado um comportamento oscilatério nas proximidades de
regides onde a solugdo nédo experimenta variagdes pronunciadas (VILLADSEN
e MICHELSEN, 1978).

4.2. Extensdo do MCO para a Resolucé&o de EDPOF

Na secéo anterior foi apresentado o algoritmo para a resolucdo de uma
equacao diferencial parcial com ordem inteira. Para a sua aplicacdo em um
problema em que o termo diferencial apresenta ordem fraciondria, é necesséria
uma pequena adaptacdo no item 4 do algoritmo descrito. Neste caso, a
avaliacdo do PL, em relacdo ao termo diferencial fracionario, devera ser
realizada de acordo com uma das definicbes apresentadas na literatura
corrente para a diferenciacao deste termo. Assim, considerando-se a definicéo
de derivada fracionaria para um polinbmio dada pela Eqg. (1), as derivadas
referentes ao PL podem ser obtidas. Para essa finalidade, o termo a seguir €
utilizado para representar a derivada fracionaria do PL:

T(41) 5o an
r(i-a)
em que i é um contador pertencente ao intervalo [0 N+1], X é a variavel

independente e a é a ordem da equacéo fracionaria.
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Com esta pequena mudanca pode-se avaliar o termo diferencial
fracionario, permitindo a resolu¢cdo de um problema diferencial fracionario a
partir de uma técnica proposta inicialmente para a resolugdo de um problema

diferencial com ordem inteira.

5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para avaliar a metodologia proposta, a seguir sdo apresentados dois
estudos de caso. Para essa finalidade considera-se a influéncia do nimero de
pontos de colocacdo na qualidade da solucdo obtida através do calculo do
somatorio do erro absoluto cometido em cada ponto (@), definido como:

o= i(ufa' —yi )2 (12)

| -,
em que U™ e u’™ representam os valores referentes a variavel dependente

calculados numericamente e analiticamente, respectivamente e M é o niamero

de pontos considerados na analise.

51.Caso 1

Este estudo de caso considera 0s seguintes parametros do problema
definido na secéo 3 (ASLEFALLAH e ROSTAMY, 2014):

d(x) =(0,2)x*® (13)

g(x,t) = —(2x —11x*)e™ (14)
f(x) = x(1-x) (15)
u0,t)=0, (B, =18, =B, =0) (16)
u@xt)=0, (B, =18, =B, =0) (17)

A Figura 2 apresenta os resultados obtidos considerando o MCO com
N=5 (na figura sdo apresentados pontos interpolados), W(x) igual a unidade e a
solucdo analitica (u(x,t)=x(1-x)et) (ASLEFALLAH e ROSTAMY, 2014). Nesta

figura € possivel observar uma boa concordancia entre a metodologia proposta
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e a solucdo analitica, o que evidencia a qualidade da solucdo obtida

considerando o MCO estendido para o contexto fraciondrio.

Figura 2 — Resultados obtidos para o caso 1 considerando N=5.
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Ja a Tabela 1 apresenta a influéncia do numero de pontos de colocacéo

no erro cometido.

Tabela 1 — Influéncia do N na qualidade da solucdo obtida considerando o
Método da Colocacgéo Ortogonal para o caso 1.
N 2 3 4 5

@ | 2,8x108 | 1,9x10® | 1,7x10® | 1,5x10®

Como esperado, na medida em que se aumenta o valor do niumero de
pontos de colocacdo, o erro cometido € reduzido. Todavia, para o estudo em
qguestao, dois pontos de colocacao ja seriam suficientes para a obtencdo de
uma solucdo numérica com boa aproximacdo em relacdo a solucao analitica.
Além disso, quando comparam-se os resultados obtidos pela metodologia
proposta em relagcdo ao melhor resultado reportado por Aslefallah e Rostamy
(2014) considerando o Método de Crank-Nicholson (com parametro igual a 0,6
e tamanho de passo de integracdo igual a 0,05, o que corresponde a um erro
da ordem de 9,116x10* para um sistema com 20x20 equacdes), observa-se

erros de menor magnitude. Cabe ressaltar que o problema resolvido com a
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aplicacdo do MCO tem dimensao final proporcional ao valor do namero de
pontos de colocagdo. No presente estudo, o modelo final a ser resolvido &
composto por 25xN equagfes, um namero bem menor do que o empregado
por Aslefallah e Rostamy (2014).

5.2. Caso 2

O ultimo estudo de caso considera o0s seguintes parametros
(ASLEFALLAH e ROSTAMY, 2014):

d(x) = [(1,2)x* (18)

q(x,t) = e (-12x*+24x-10,1x") (19)

f(x) = x*(2 - x)? (20)

uOt)=0, (B,=18,=B,=0) (21)
out) _ _ g -

a—X—O, (Bs =18, =B =0) (22)

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos pelo MCO considerando
N=5, W(x) igual a unidade e a solucdo analitica (u(x,t)=x3(2-x)%e™)
(ASLEFALLAH e ROSTAMY, 2014). Nesta figura observa-se boa concordancia
entre os resultados obtidos pela metodologia proposta em relacdo a solucao

analitica.

A Tabela 2 apresenta a influéncia do N na qualidade da solucao obtida
considerando o Método da Colocacdo Ortogonal para o caso 2. Assim como
observado para o primeiro estudo de caso, quanto maior 0 nimero de pontos
de colocacdo, menor é o erro cometido. Todavia, para N maiores que trés,
observa-se que o método numérico saturou, isto é€; o aumento deste parametro
nao implica na reducéo o erro cometido. Assim, em termos praticos, trés pontos

de colocacéo ja séo suficientes para a resolucdo deste estudo de caso.
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Figura 3 — Resultados obtidos para o caso 2 considerando N=5.
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Tabela 2 — Influéncia do N na qualidade da solucdo obtida considerando o
Método da Colocacao Ortogonal para o caso 2.
N 2 3 4 5

® | 4,2x107 | 2,5x107 | 2,5%x107 | 2,5x10”7

Quando compara-se o resultado obtido com o MCO com o melhor
resultado obtido por Aslefallah e Rostamy (2014) (parémetro do Método de
Crank-Nicholson igual a 0,5 e tamanho de passo de integracdo igual a 0,05,
que corresponde a um erro da ordem de 7,325x10° para um sistema com
20x20 equacbes), também observa-se menores erros para um problema final
com menor dimensao, apesar deste ser puramente diferencial (o modelo final a

ser resolvido € composto por 25xN equacdes).

6 CONCLUSOES

O presente trabalho teve por objetivo apresentar a extensdo do Método
da Colocacao Ortogonal, proposto originalmente para a resolucdo de equacdes
diferenciais parciais com ordem inteira, para a resolucdo de uma equacéo
diferencial parcial com ordem fracionaria no espaco. Neste contexto, foram

apresentados os resultados obtidos com a metodologia proposta para dois
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estudos de caso, cuja solucdo analitica € conhecida. Em linhas gerais, foi
possivel observar que a metodologia considerada foi capaz de obter resultados
consistentes com as respectivas solu¢des analiticas. Além disso, também s&o
considerados coerentes com aqueles reportados considerando o Método de
Crank-Nicholson, conforme observado pelo valor do erro encontrado. Todavia,
€ importante ressaltar que os resultados obtidos pela metodologia proposta
foram obtidos com a resolucdo de um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias com um nuamero bem menor de equacbes, o que implica,
naturalmente, em um sistema discretizado bem menor do que aquele
considerado pelo Método de Crank-Nicholson. Enfatiza-se que a avaliagdo da
influéncia da ordem na qualidade da solucdo obtida ndo foi objeto de estudo
desta contribuicdo. Ressalta-se que a metodologia proposta pode ser estendida
para problemas em que todos os indices sejam fracionarios, ndo sé 0s
relacionados com a variavel espacial.

Finalmente, é importante enfatizar que os problemas abordados
apresentam carater puramente matematico, isto €; ndo séo estudos especificos
do fenbmeno de difusdo anémalo. Neste cenario, como proposta de trabalhos
futuros pretende-se aplicar a metodologia para a identificacdo de parametros
em modelos séo fracionarios e na resolucdo de problemas de controle 6timo

em que os modelos séo fracionarios.
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