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Resumo: O péndulo Invertido Rotacional, também conhecido como Pé&ndulo Furuta, & um
sistema mecanico projetado para simular o problema do autoequilibrio. O problema de controle
neste sistema consiste em estabilizar uma haste acima de seu eixo de rotacdo numa posicéo de
equilibrio instavel. Este sistema também é caracterizado por uma dindmica multivariavel e
altamente ndo linear. Tais caracteristicas o assemelham a problemas de grande relevancia para
a industria e para a sociedade, como a estabilizacdo do lancamento de foguetes e a modelagem
de edificios para o estudo das consequéncias de abalos sismicos nestas estruturas. Neste
contexto, o presente trabalho apresenta o projeto de controle de um protétipo de Péndulo Furuta,
utilizando os métodos de Alocacdo de Polos e Regulador Quadratico Linear (LQR), cujas
implementacdes foram feitas com auxilio da plataforma Matlab/Simulink®. Estes controladores
foram projetados a partir de um modelo matematico obtido em espaco de estados. Uma vez que
nem todas as variaveis necessarias para realimentacao sdo medidas fisicamente, também foi
implementado um observador de estados. A partir disto, foi feito um teste constituido por
simulagdo e experimento, para validar o modelo matematico proposto e comparar 0s
desempenhos dos controladores, frente ao objetivo de estabilizar a haste. Por fim, as
performances dos controladores sdo comparadas por analise grafica. Os resultados indicaram
gue ambos os controladores foram capazes de estabilizar a haste do Péndulo na posi¢éo vertical,
a despeito de variagBes angulares aplicadas no brago de equipamento. Também foram
identificadas caracteristicas oscilatérias na resposta do sistema para os dois controladores.
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Abstract: The Inverted Rotational Pendulum, also known as Furuta Pendulum, is a mechanical
system designed to simulate the self-equilibrium problem. The control problem in this system
consists of stabilizing a rod above its axis of rotation in an unstable equilibrium position. This
system is also characterized by its multivariable and highly nonlinear dynamics. These
characteristics make the control problem similar to problems of great relevance to industry and
society, such as the stabilization of rocket launches and the modeling of buildings to study to
study the consequences of earthquakes in these structures. In this context, this work presents
the control design for a Furuta Pendulum prototype using Pole Placement and Linear Quadratic
Regulator (LQR) methods, which were carried out with the help of the Matlab/Simulink® platform.
These controllers were designed from a mathematical model obtained in state space. Since not
all variables required for feedback are physically measured, a state observer was also
implemented. From this, a test consisting of simulation and experiment was executed to validate
the proposed mathematical model and compare the performance of the controllers stabilizing the
rod. Finally, the performances of the controllers were compared by graphical analysis. The results
indicated that both controllers were able to stabilize the Pendulum rod in the vertical position,
despite angular variations applied to the equipment arm. Oscillatory characteristics were also
identified in the system response for the two controllers.
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1 INTRODUCAO

O Péndulo Invertido Rotacional foi desenvolvido por Katsuhisa Furuta e
sua equipe em 1992, como uma ferramenta didatica para o estudo de técnicas
de controle (FURUTA et al.,1992). Um diagrama esquemético do equipamento
desenvolvido neste trabalho esta indicado na Figura 1. Esse tipo de Péndulo &
formado por um brago horizontal, que possui um motor acoplado em uma de
suas extremidades, cuja finalidade € gerar o movimento de rotacdo do conjunto.
Desta forma, o motor é responsavel por controlar o angulo do braco, 6,(t), que
é definido em torno do eixo Z, mostrado na figura. Na outra extremidade do brago
posiciona-se uma haste articulada que oscilard com angulo 6,(t), em torno do

eixo Z2, executando a fungéo de péndulo.

Figura 1 - Diagrama esquematico do Péndulo Furuta.

4
Haste —

Fonte: Dos autores.

Esta montagem, portanto, apresenta duas juntas rotacionais que definem
0 numero de graus de liberdade do sistema, contendo apenas uma entrada de
controle. O principal desafio inerente a este sistema mecanico consiste em
estabilizar a haste acima de seu eixo de rotacdo, na posicédo vertical. Dessa
forma, o Péndulo &€ mantido em equilibrio em torno do ponto de operacao instavel

(autoequilibrio). O Péndulo Furuta também se destacada por ser um sistema
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multivariavel, subatuado e por apresentar caracteristicas dinamicas nao lineares
(FU e LIN, 2005). Devido a essas caracteristicas, a estabilizacdo do sistema na
posicao vertical tornou-se um problema classico na area de controle e, desde a
sua concepcao, tem motivado o desenvolvimento de diversas pesquisas nesta
area (ALVES et al., 2022; HAZEM et al., 2020). Somado a isto, o Péndulo Furuta
se assemelha a problemas de grande relevancia para a industria e para a
sociedade, como a estabilizacdo do langcamento de foguetes e a modelagem de
edificios para o estudo de abalos sismicos.

Os parametros construtivos do equipamento estédo indicados na Tabela 1.
Nesta tabela, também estéo listados os parametros do motor (L,,, R,, € K;), 0S
quais foram obtidos mediante experimentos, tendo seus resultados
apresentados em artigo aceito para publicacdo (ALVES et al., 2021).

Tabela 1 - Parametros construtivos do Péndulo Furuta.

Simbolo Descricao Valor
Jo Momento de inércia do eixo do brago 1,4064.1073 kg.m?
fz Momento de inércia do eixo da haste 2,3031.10* kg.m?
by Coeficiente de amortecimento do braco 2,6931.1075 N .m.s/rad
b, Coeficiente de amortecimento da haste 1,3823.107° N.m.s/rad
g Aceleracao da gravidade 9,81 m/s?
my Massa do braco 0,0248 kg
m, Massa da haste 0,0171 kg
Ly Comprimento do brago 0,17 m
L, Comprimento da haste 0,20 m
L Metade do comprimento do brago 0,085 m
l, Metade do comprimento da haste 0,10 m
L, Indutancia da armadura do motor 4,2380.107*H
R Resisténcia da armadura do motor 1,965 Q
K Constante do motor 0,05178 V.s/rad

Fonte: Dos autores.
2 MODELO MATEMATICO

O modelo matematico do Péndulo Furuta, protétipo mostrado na Figura 2,
consiste numa relacdo matematica entre todas as variaveis e parametros do
equipamento. Para obté-la, neste trabalho foi utilizado a formulacdo
Lagrangiana, contemplando as forcas generalizadas, termos de dissipacédo de
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energia do sistema e considerando o acionamento do sistema por um motor
elétrico de corrente continua (CAZZOLATO e PRIME, 2011). Apés o
levantamento do modelo (PIVOVAR, 2022), foi utilizado o método de
discretizac&o por invariancia ao degrau, com o periodo de amostragem de T, =
0,02s para se obter um modelo em tempo discreto.

A dindmica do sistema € descrita em (1), na qual considera-se como
entrada de controle u(k) a tenséo aplicada ao motor; como saidas medidas e,
y1(k) e y,(k) os angulos do braco e da haste, respectivamente; e como saida

controlada z, (k), o angulo do braco.

[¥1(k+ D] 1 00010 00199 0 00001

[*1(0)]
|x2(k+1)| |0 1,0157 —0,0001 0,0198 0,0001

]

[|x2(K) |

|20 |
wuk+1)| |0 1,5664 —0,079 09871 0,0032 Jx“(k)

|x;(k +1)| =10 0,0959 0,9937 —0,0008 0,0025

xs(k+1)1 10-00025 -0,0262 0  —0,0001 I[x (k)
[0,00121 [ 00456 0,0573 (1)
10,0015 | | 0,0573 0,9348 I d. (k)

+10,1188|u(k) +| 4,5580 5,7114 d, (0]
0,1488 57114 93,2669 |12
0,5056 01188 —0 1488l

[z1 (k)] = [1 000 0] [x, (k) x5 (k) x3(k) x4 (k) x5 (k)]

igg] = [0 100 o] Dl xa(k) x3.) x4 (k) x5 (I,

em que, x;(k) corresponde ao angulo do braco, x,(k), ao angulo da haste,
x3(k) e x4(k), as velocidades angulares do braco e da haste, respectivamente,
e xs(k), a corrente no motor, todos amostrados nos instantes kT,
d,(k) e d,(k) representam torques externos atuando no equipamento

(disturbios), também medidos nos instantes kT;.
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Figura 2 - Prot6tipo do Péndulo Furuta.

Fonte: Dos autores.

3 CONTROLADORES

O projeto da lei de controle por realimentacdo de estado assume que as
variaveis de estado da planta, x(k) , SsAo mensuraveis e estdo disponiveis para
realimentacdo. No entanto, esta condicdo nem sempre € atendida, nestes casos
o projeto do controlador pode considerar a uso de um estimador de estado para
estabelecer uma lei de controle utilizando variaveis estimadas, (x(k)), para
realimentacdo do sistema (FRANKLIN et al., 1998). A estrutura do estimador
utilizado neste trabalho, que integra o projeto do controlador (ganho K) com o
projeto do estimador (ganhoL,), esta indicada na Figura 3.

A dindmica do estimador referente a estrutura mostrada na Figura 3 é

dada por:

X (k+1) = dx(k) + Tu(k) + Ly[y(k) — Hx(k)], (2)

em que &,T" e H, sdo matrizes da planta do sistema em tempo discreto, y(k), é

a saida medida do sistema e L,,, a matriz de ganho do estimador.
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Figura 3 - Sistema de controle com estimador de estado.

Planta Sensor
k y(k
UQ-- z(k+1) = dx(k) + Tu(k) —wm— H 2 —
u(k)
T z(k
—K ._- G z(k +1) = ®z(k) + Tu(k) v'(k) : |
Leide W)
Controle | Ly
; k) L,
el N %
1 . y(k) §
— Estimador J
e Controlador J

Fonte: Dos autores.

Observe que a lei de controle u(k) = —Kx ¢ utilizada para gerar o sinal
de controle que realimenta a planta, mas também é utilizado no calculo do estado
estimado, (x(k)). Além disso, o estimador utiliza o erro entre a saida medida da
planta, (y(k)), e de seu modelo interno, (¥(k)), para a corregéo da estimagéao.

A fim de obter as matrizes de ganho, K e L,, foi utilizado o método de
Alocacédo de Polos, a partir do qual uma matriz de ganho apropriada pode ser
obtida em funcdo dos polos em malha fechada desejados para o sistema,
localizados em qualquer posicao do plano complexo. Para tanto, € necessario
que o sistema seja de estado completamente controlavel (OGATA, 2010). Em
suma, a matriz K , em u(k) = —Kx(k), € obtida igualando-se a equacéao
caracteristica do sistema com o polinbmio caracteristico, definido pelos polos
selecionados f; £, ... 5, de acordo com (OGATA, 2010):

Det[z] — ¢ +T'K] = (z = B1)(z = B2) ... (z = Bn). 3)
A efeito de comparacao dos resultados, também foi utilizada a técnica de
controle por Regulador Quadratico Linear (LQR). Esta técnica pertence ao grupo
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de controladores conhecido como controle 6timo, que envolve o projeto de
controle para sistemas dindmicos multivariaveis que buscam a minimizacao de
um determinado indice de desempenho (ABREU et al., 2008). Neste caso,
busca-se a minimizacéo do indice de desempenho quadratico, /, que em tempo
discreto é dado por (FRANKLIN et al., 1998):
J= ) x0T Qx(k) +u(e)" Ru(k), @
k=0
sendo Q a matriz de ponderacédo do vetor de estado do sistema e R a matriz de
ponderacéo do sinal de controle.
Utilizando a lei de controle u(k)= -k x(k) o indice dado pela Equacéo (4) é
minimizado calculando-se o ganho K pela equacdo (FRANKLIN et al., 1998)
K=R+TTSD)ITSe, (5)

cujo termo S, é encontrado resolvendo-se a equacdo de Riccati associada ao
caso discreto:
S=¢T[S—ST(R+TTS)ITS]|¢ + Q. (6)

4 RESULTADOS E DISCUSSOES

A validacdo do modelo matematico deste trabalho, bem como a
comparacao de desempenho dos controladores propostos foram realizadas
mediante simulacdo e experimento com o protétipo mostrado na Figura 2. Na
simulacdo foi aplicada uma condicéo inicial para a haste igual a A6,(t) =
—m/12 rad, em torno da posicao de equilibrio, 6,(t) = mw rad, e demais variaveis
nulas. Em relacdo ao experimento, vale mencionar que a haste foi levada
manualmente do ponto de equilibrio estavel 6,(t) = 0 até a posicao invertida,
antes do controlador ser acionado. O angulo do braco, 6,(t), por sua vez, foi

conduzido a seguir a seguinte referéncia:

0 0<t<?20,
T
—rad 0<t<40,
r(t) =16 7)

T rad 40 <t
k3ra <SS T
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Na Figura 4 séo apresentados os resultados simulados de 0, (t), A6,(t) e
do sinal de controle, enquanto na Figura 5 sdo mostrados os resultados obtidos

na planta real do Péndulo Furuta.

Figura 4 - Resultados obtidos por simulacéo.

—LQR Alocagdo de polos = = =Referéncia
T T T T

i 7 f
1 E[ . |

05 I i I I I

A1(t) [rad]

Aby(t) [rad]
-
-

3 10 15 20 25 30 35 40 45 50 7
| | | | |
T T T T T
25
- 4 -
5 U_F\——- 2
25 o—f\_——
2

5 =
19 20 21 l 395 40 405 41 415
0 lv

Sinal de controle [V]

1 1 | ! |
0 10 20 30 40 50 60
Tempo [s]

Fonte: Dos autores.

Como € possivel observar nas Figuras 4 e 5, tanto o controlador por
Alocacao de Polos quanto LQR foram capazes de estabilizar a haste na posicéo
invertida (6,(t) = mwrad) e fazer o braco seguir a referéncia desejada definida
pela Equacdo (6), com caracteristicas de resposta bem semelhantes entre os
controladores. Uma diferenca significativa entre os controladores foi observada
no grafico do sinal de controle em simulac¢do, em que foram atestados valores
consideravelmente maiores para o controlador por LQR. Esta diferenca, no
entanto, nédo foi observada no grafico experimental.

Também foi possivel observar uma resposta oscilatoria no grafico

experimental da Figura 5, com amplitudes de oscilagdo similares entre os
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controladores. Tal oscilagdo, pode ser justificada pela dindmica nao linear em

conjunto com as imperfeicdes e ruidos presentes na medi¢do do sistema.

Figura 5 - Resultados obtidos por experimento.

LQR Alocagdo de polos = = =Referéncia
I T I T T
=
<
B
=
4 _02 1 | 1 1 1 L 1
sl 10 15 20 25 30 35 40 45 50 |
| | | | l
T T I T T
L
‘—E 25
k=]
S 0
L]
L
= 25
g
2 _
I I I I L
0 10 20 30 40 50 60
Tempo [s]

Fonte: Dos autores.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram apresentados os resultados do projeto de controle
de um Péndulo Furuta, utilizando os métodos de Alocacdo de Polos e LQR. A
partir de simulacao, constatou-se que ambos os controladores foram capazes de
estabilizar a haste e fazer o braco seguir a referéncia estabelecida. Partindo de
tal referéncia, foi realizado um experimento com um prototipo que ressaltou a
capacidade dos controladores em estabilizar a haste do equipamento.
Entretanto, neste caso foi observada uma resposta oscilatéria com
caracteristicas semelhantes de amplitude para os dois controladores. Em

trabalhos futuros, pretende-se aplicar um controlador ndo linear que tenha a
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capacidade de levar a haste da posicdo de equilibrio estavel 6,(t) =0 para o

ponto de operacao 6,(t) = m rad.
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