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Resumo: No presente artigo é proposto o desenvolvimento de algoritmos de filtragem para sistemas
lineares discretos no tempo num cendrio de fusdo de dados. O objetivo foi desenvolver filtros 6timos
robustos, onde os sistemas sdo sujeitos a incertezas paramétricas e podem operar sob diferentes
condig¢des de falhas. A abordagem utilizada para o desenvolvimento dos filtros 6timos deste trabalho
foi baseada em dois métodos de otimizacgao, a saber: o método dos minimos quadrados regularizados
e o método da funcdo penalidade. As estimativas tipo Kalman e as correspondentes equagdes de
Riccati sdo obtidas, matematicamente, como uma extensao de resultados ja conhecidos na literatura.
Em seguida, foram realizadas simula¢des no Scilab com o objetivo de verificar a possibilidade dos
algoritmos apresentados funcionarem quando estdo suscetiveis a diversas condi¢des de falhas. A
principal contribui¢do deste trabalho, foi mostrar que € possivel obter filtros 6timos, mesmo quando
estes apresentam incertezas paramétricas em todos os pardmetros do sistema e, além disso, estdo
condicionados a diversos modelos de medidas. Mas para tanto, é necessario utilizar uma técnica
denominada fusdo de dados, esta por sua vez, possibilita obter informacdes dos modelos de medidas
mesmo quando o sistema estd sujeito a falhas. Os resultados obtidos demonstram a eficicia da
técnica proposta, pois a mesma permite reduzir significativamente as limitacdes inerentes ao uso de

uma unica medida.
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Abstract: In this article, it is proposed to develop filtering algorithms for linear systems, discrete
over time in a data fusion scenario. The objective was to develop robust optimum filters, where the
systems are subject to parametric uncertainties and can operate under different failure conditions.
The approach used to develop the optimum filters in this work was based on two optimization
methods, namely: the regularized least squares method and the penalty function method. Kalman-
type estimates and the corresponding Riccati equations are obtained, mathematically, as an extension
of results already known in the literature. Then, simulations were carried out in Scilab in order to
verify the possibility of the presented algorithms to work when they are susceptible to several failure
conditions. The main contribution of this work was to show that it is possible to obtain optimal filters,
even when they present parametric uncertainties in all parameters of the system and, in addition, they
are conditioned to several measurement models. But, for this, it is necessary to use a technique called
data fusion, which, in turn, makes it possible to obtain information on the measurement models,
even when the system is subject to failures. The results obtained demonstrate the effectiveness of
the proposed technique, as it allows to significantly reduce the limitations inherent to the use of a

single measure.
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1 Introducao

O estudo sobre a teoria de filtragem de sistemas lineares tem sido utilizado em
diversas pesquisas envolvendo problemas nas dreas de robdtica (MILLS; GOLDENBERG,
1989), economia (QUEIROZ; MEDEIROS; NETO, 2011), processamento de sinais (HASAN;
AZIMI-SADJADI, 1995) entre outros. O principal objeto de estudo € o filtro de Kalman
composto por um conjunto de equacdes matematicas que fundamentam um processo recursivo
proporcionando uma minimizagao do erro médio quadratico, sendo este causado por algum tipo
de interferéncia ambiental ou mesmo problemas de modelagem, estabelecendo uma estimativa

otima do estado do sistema.

Proposto por Rudolf Emil Kalman em 1960 (KALMAN, 1960), o filtro de Kalman,
inicialmente foi desenvolvido como uma solucdo para problemas de filtragem linear de dados
em um tempo discreto. Calcula a estimativa filtrada para assim obter o estado do sistema x;,
baseado na quantidade de medidas y; que estdo disponiveis. Esse algoritmo foi desenvolvido,
a principio, considerando apenas sistemas lineares discretos no tempo, mas apds estudos
feitos com o auxilio de Richard S. Bucy, em 1961, o filtro de Kalman tornou-se continuo no
tempo (KALMAN; BUCY, 1961). Dessa forma, esse filtro passou a ser utilizado em diversos

problemas e a depender da natureza dos mesmos, assumia varias maneiras de ser aplicado.

Um modelo matematico de um sistema dindmico € definido através de um conjunto de
equagoes que representa a dinamica do sistema. O sistema pode ter varios modelos matematicos
que o represente, visto que o modelo matematico ndo € dnico. Para que o sistema apresente
um bom desempenho € necessario um modelo que descreva o seu comportamento de maneira
eficaz. No desenvolvimento deste trabalho, foi utilizado o modelo no espaco de estado. Uma
das vantagens do uso desse modelo é a possibilidade do mesmo ser um modelo em sistemas

lineares, continuos e discretos, por exemplo, e geralmente pode ser expresso na forma matricial.

Os algoritmos desenvolvidos neste artigo, sdo baseados na classe de sistemas lineares
discretos no tempo no espago de estados, onde sido considerados filtros que ndo apresentam
pertubacdes paramétricas e filtros cujas as incertezas estdo presentes em todos os parametros.

Este tipo de representacao de sistema € bastante utilizado no estudo da teoria de filtragem.

Um dos principais problemas ja descobertos € que os filtros categorizados nessa
classe sdo vulnerdveis quando sujeitos a incertezas no sistema, compromentendo de forma
significativa a performance e estabilidade do filtro. Uma situagdo recorrente acontece quando
o funcionamento do filtro sofre uma rdpida danificacdo quando as informagdes do sistema
sdo submetidas a pertubacdes, mesmo quando o filtro é 6timo. Virios trabalhos podem ser

encontrados na literatura que tratam do tema de filtragem Robusta, como pode ser observado
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em (D’APPOLITO; HUTCHINSON, 1969), (EINICKE; WHITE, 1999), (SAYED, 2001; XIE;
SOH; SOUZA, 1994), (WANG; BALAKRISHNAN, 2002), (ZHOU, 2010), (ISHIHARA;
TERRA, 2008), (SHAKED; SOUZA, 1995), (XIONG; WEI; LIU, 2012) e (BERTSEKAS;
RHODES, 1971). Vale ressaltar que um importante trabalho neste tema foi desenvolvido em
(ISHIHARA; TERRA; CERRI, 2015), que traz o desenvolvimento de filtros 6timos robustos

para sistemas considerando incertezas em todos os parametros.

Uma outra situagdo que acaba gerando um mau desempenho na performance do filtro é
quando o sistema estd sujeito a diferentes condicdes de falhas. Neste contexto, uma abordagem
que tem sido bastante utilizada € a fusdo de vérios sinais de medidas ou fusdo de multi-sensores.
Este tema também tem sido tratado em varios trabalhos na literatura, como pode ser visto em
(QI; ZHANG:; DENG, 2014), (RAN; DENG, 2008), (LEI; DONG-MEI, 2015), (YING, 2007).
e (ROOPA; PARIMALA; RAOL, 2016).

Neste trabalho, é proposto uma extensao do filtro robusto desenvolvido em (ISHIHARA;
TERRA; CERRI, 2015) para o caso de fusdo de vérios sinais de medidas. Sendo considerada
a abordagem da fusdo de dados ponderada e probabilistica. O objetivo do trabalho € o
desenvolvimento de filtros 6timos para sistemas sujeitos a incertezas em todos os parametros

do sistema e que possam operar sob diferentes condi¢des de falhas.

2 Preliminares

Para atingir os objetivos propostos, inicialmente foi realizada um estudo literario sobre
filtros de Kalman e sobre a técnica dos minimos quadrados regularizados com fusdo de dados
abordada em (SAYED; AL-NAFFOURI; KAILATH, 2000), este por sua vez apresenta em
seu artigo uma formulacdo e resolucdo de um problema de estimativa, combinando medidas
de maneira robusta através da técnica do minimos quadrados com dois tipos de fusdo, a
saber: ponderada e probabilistica. Em seguida, foi realizado um estudo sobre o filtro robusto
6timo apresentado em (ISHIHARA; TERRA; CERRI, 2015) que possui incertezas em todos
os parametros e utiliza a técnica de minimos quadrados combinado com funcdo penalidade
(LUENBERG, 2003). O filtro robusto 6timo abordado neste artigo, € uma extensdo do filtro
apresentado em (ISHIHARA; TERRA; CERRI, 2015) para o caso de fusdo de varios sinais de

medidas.

Além disso, foi realizada a implementacdo computacional deste algoritmo com o
propésito de verificar a possibilidade do mesmo funcionar em diversas condicdes de falhas.

Neste trabalho é demonstrado que a utilizagdo do método de fun¢do de penalidade combinado
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com minimos quadrados mostra-se muito eficaz no desenvolvimento de filtros robustos

recursivo que estdo submetidos a diversas condi¢des de falhas.

A seguir serd apresentado o problema dos minimos quadrados robusto com a fusdo de

dados combinado com o método de funcao penalidade.

2.1 O Problema dos Minimos Quadrados Robusto com Fusao de Dados

Neste subsec¢do serdo discorridas as técnicas dos minimos quadrados regularizados num
cendrio de fusdo de dados utilizadas para a obtencao dos filtros robustos desenvolvidos em
(SAYED; AL-NAFFOURI; KAILATH, 2000), para os dois casos de fusdo de dados, a saber: o

caso ponderado e o caso probabilistico.

2.1.1 Fusao Ponderada

Nos processos de filtragem, o principal objetivo é a reducdo significava de ruidos
presentes na medida de sistemas dindmicos, obtendo assim uma estimativa 6tima para o estado
do fendmeno em estudo, de modo que o erro quadratico médio seja minimizado, sendo este a

média quadrética entre o valor estimado e o valor real.

Uma estratégia empregada para reverter situacdes em que o modelo esté sujeito a falhas,
causando mal desempenho do sistema, € a utilizagdo de uma técnica denominada fusdo de
dados, que faz uso de diversos modelos de medida, possibilitando ao sistema funcionar em

condi¢des de falhas.

A fusdo de dados ponderada que faz uso de modelos de medida de forma ponderada,
desenvolvida em (SAYED; AL-NAFFOURI; KAILATH, 2000), usa a variancia dos ruidos dos
modelos como ponderagdo das diferentes medidas compreendidas no problema de estimagao,
onde as medidas by, surgem de diferentes fontes e quando unidas originam Z. Para compreender
a ideia da fusdo de dados ponderada, considere os modelos de medidas com incertezas

paramétricas dados abaixo:

RN ¢ um parametro conhecido do

sendo, x € R™ ! um vetor desconhecido, Ay,JA; €
problema e sua incerteza, respectivamente, by, € RM*1 sd0 vetores de medida e v, € RY*! sdo

os ruidos de medida.
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Para a expressdo (1), é definido J(x, § Ay, dby ), o funcional do custo quadratico dado por:

L

k=1

O valor 6timo de x que minimiza o funcional € obtido por meio da solucdo do seguinte

problema de otimizacao:

L
N : 2 B B 2
T =argmin max [WHQ + E [(Agz — i) + (0 A 5bk)\’wk] : 3)

k=1

As incertezas 0 Ay, 0by, sdo modeladas da seguinte maneira:

(54 obe| = Gr [N N @)

onde, {Q > 0, W}, > 0} sdo as matrizes de ponderagio do termo de regulariza¢do H:E||22
e do residuo vy, respectivamente, db; sdo as incertezas incluidas no problema de forma a
considerar as possiveis fontes de distor¢do nas medicdes by, além disso, G, N, i € Npj sdo
matrizes cujas dimensdes apropriadas conhecidas no problema e A uma matriz de contragao

arbitraria, de maneira que ||A|| < 1.
Assim (3) pode ser reescrito como
L
. : 2 B 2
i =argmin max | |lz]g + ; (AR — bic+ ) [y, | - )

considerando y, = dApx — dby.

A solucg@o do problema (5) é dada pelo resultado abaixo:

Lema 2.1. (SAYED; AL-NAFFOURI; KAILATH, 2000) O iinico minimal global & que atende

o problema (5) pode ser determinado por:

-1

T =

L
Q+ ) ATWA,
h=1

L
> ATWib, + ANT ko,k] : (6)
k=1

sendo as matrizes de pondera¢do modificadas {Q, Wk} computadas através das matrizes de
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ponderagdo dadas {Q, Wy} em termos dos escalares X como é dado a seguir,

L
Q - Q + Z/\iN‘z:ko’k'
k=1

Wi, = Wi + WG — GTWGL) T GT W (7)

Para isso é necessdrio determinar os escalares {)\1, vy A L} que minimizam a fungdo G,

L
G(AL .y ML) = [||x0||§2 +Y Cila”, )\k)] (8)

k=1

nos intervalos \;, > HH,?Wka

, sendo A\, um niimero ndo negativo. Onde x° é definido por,
L -1 7
2° — [Z[Mk()\k> + )\kNZkNa’k]] Z{AZWk(Ak)bk + Ngko,k]

k=1 k=1

Ci(@% M) = [l Ar2® = billy (r) + Ak (1 Vap2” — No|
1
Mi(Ar) = EQ + AL Wi (k) Ay

Wi(Ar) = Wi + WG Al — GEWGL) T GE W, )

Tem-se que (5) na forma matricial € escrito como,

— - — - — — T - -

Ay by Y1 Wi 0 -0
. ] T Ao ba Y2 0 Wy 0
% = argming maxsa, sb, § T Qr + e R B
: : : : .0
AL br| |y 0 0 - W]
Ay by Y1
Ao ) Y2
+ lz=1 |+ , (10)
AL or|  |vz]
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Além disso, (6) pode ser escrito na forma matricial conforme descrito abaixo,

-1 -

~ ~ AT - ~ - i ~ - T R -
.| A2 0 W A Ay 0 W ba
po=|Q+ || | . . - .
: : : 0 : : 0 :
I Ac] [0 0 wi| |Ac]|  [[4c] |0 0 UAREA
Ny
< Np2
+ ANIONT, N (11)
_Nb7L_ -
Fazendo as seguintes identifica¢des:
R 0
A . 0 Ty 0
A= [ b= || W= i ,
: : 0
Ar br, .
0 0 Wy,
Nyt |
_ — Np2
Noi= [Nax Nop oo Noo| o= | (12)
Ny

Considerando as identificagdes apresentadas em (12), a expressdo (10) recai nos minimos
quadrados padrao como pode ser observado no lema 2.3 e admite como unica solugao (11),

assim, podem ser reescritas, respectivamente, como:

. . 2 I e
= argm;nﬁéﬁ{HxHQ +||(A+ 0A)z — (b + 5b)HWk} : (13)
gz:[QJrf i Zr [_TWBJJ_CLTE}. (14)

2.1.2 Fusao Probabilistica

Diferente da fusaod e dados ponderada que utiliza a variancia dos modelos de medidas
como ponderacdo, a fusido de dados probabilistica desenvolvida em (SAYED; AL-NAFFOURI;
KAILATH, 2000) é fundamentada na utilizacdo de um tunico modelo de medida b, que €
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escolhido dentre varios outros, (by, by, ..., by), através de uma certa cadeia de Markov, ou seja,
uma Unica medida formada pelas mudancas das diferentes fontes é escolhida pela cadeia de
Markov com distribuicdo de probabilidade 7. A escolha do modelo € feita por meio da
mobilidade de uma cadeia de Markov, ©,;. Matematicamente, considere os modelo de medida

sujeito a incerteza paramétrica dado abaixo:
b= (Ae, +0Ae,)zr+v,0;, =k, k=1,..,L, i=1,...,N. (15)

sendo, z € R™ ! um vetor desconhecido, Ag,,0Ae, € R™" ¢ um parametro conhecido
do problema e sua incerteza paramétrica, escolhidos dentre as matrizes A, A, € R™*",
respectivamente, por uma cadeia de Markov ©; = k variante no tempo ¢ = 1,..., N e com
distribui¢io de probabilidade 7, onde k = 1,..., L, b € R™*! ¢ o vetor de medida formado

pelos diversos modelos de medida e v € R™*! sdo os ruidos de medida.

Dessa forma, (15) € definido da seguinte maneira:

(1%, + ll(Ae, + dAe,)z — (b+5bei)||%v], (16)

sendo, ) > 0 a matriz de ponderacdo do termo de regularizagio | z| 22 W > 0 a matriz de

ponderacdo do residuo v.
O funcional (16) pode ser reescrito como
L
J(z, 0 Ay, 6by) = [qug + ) l(Ax+6Ap)z — (b+ (Sbk)||%vﬁk] , (17)
k=1

sendo 7 a distribui¢do de probabilidade da cadeia de Markov ©; = k. De fato, aplicando o

valor esperado em (16), tem-se:

[IIZEIIQQJrEII(Aei +04e,)z — (b—5b@i)||%]- (18)

Note que,

E{[|(Ae, + 646,)x — (b+ dbe,)|[fy}

= F{((Ae, + dAp,)z — (b+ 5b@i))TW((A@i + dAg,)z — (b+ dbe,)) 1

= E{((Ae, + dAe,)z — (b+ 5b@i))TW((A9Z. +0Ae,)r — (b+ dbe,)) o

= E{((Ae, + 6Ae,)z — (b+ dbe,)) W ((Ae, + 64e,)x — (b+ dbe,)) (o1}, Ufei=L} }-
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como {©; = 1} U... U{©,; = L} sdo disjuntos, entdo observa-se que:

(A1 + 64Nz — (b4 0b1))" W ((A1 + 6A1)x — (b+ 1)) E{1l{e,=1} } + ---
((Ap +8AL)x — (b+ b)) "W (AL + 6AL)x — (b+ b)) E{ 10,1 }

= ((Ay +5A)x — (b+0b) "W ((A; +6A)x — (b4 6b))my + ...
((Ap + 0AL)x — (b+0bp)) "W ((Ap 4+ §AL)x — (b4 6br))mr

= D | (A + 6402 — (b+ 600) Wori((Ar + 540 — (b+ 9by)

Portanto, o funcional (16) pode ser reescrito como (17).

Em (SAYED; AL-NAFFOURI; KAILATH, 2000) o problema dos minimos quadrados

regularizados num cenério de fusido de dados probabilistico, para o caso robusto, é dado por,

7 = argmin max [HxHQ + Z (A — b) + (5 Az — 6bk)|]§‘,ﬂk] . (19)

sendo y, = 0 Arx — 0by, e as incertezas modeladas da seguinte maneira:
(54 obe| = il [Nog Mo

onde, { Hy, N, i, Ny} sdo matrizes e A é uma matriz de contragao.

Assim (19) pode ser reescrito como

L
. : 2 _ 2
% = argmin max [HxHQ + ) (A — b+ yk)HWnk] : (20)

k=1

Cuja unica solugao é dada por:

Lema 2.2. (SAYED; AL-NAFFOURI; KAILATH, 2000) O tinico minimo global & que satisfaz
o problema (20) é dado por:

Q+ZA Wi A,

L
Z ATWib + M NT kN,,Jﬁ] . (21)
=1

sendo as matrizes de pondera¢do modificadas {Q, Wk} computadas através das matrizes de
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ponderagdo dadas {Q, Wy} em termos dos escalares X, como é dado a seguir,

L
Q=Q+ ZAkako,k
k=1

Wi, = Wy, + W Hy(\I — HI W Hy) P HE Wny. (22)
Tem-se que (20) e (21) podem ser escritos na forma matricial como,
T N
Ay Y1 Wm0 0
Ay Y2 0 Wy 0
& = argmin, maxsa, s, { L QT + [ I O T ‘ .
: : : 0
Ap b Yr, 0 0 Wy,
Ay 1 Y1
Ag Yo
+ N IR IO e ol ; (23)
Ap b YL
T _ . 11 R
Ay Wy 0 0 Ay Ay Wy, 0 0
A 0 W, 0| |As Ay 0 W,y 0
T=|Q+ | . . . . . . .
Ap 0 0 W) AL Ap 0 0 Wil b
Ny
. Ny,2
+Ak NI, NI, NI 24)
Ny 1,
Fazendo as seguintes identificagdes:
A b W, 0 Wm0 0
_ Ay . 0 W _ 0 Wy 0
A= b= [ W= oy Wr= ) ;
Ap b 0 0 Wi, 0 0 W,
Ny
_ — Np2
No=|Nop Nuz - Nozls M= 7|, @9
_Nb L_
11
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Considerando as identificacOes expressas em (25), a expressao (23) pode ser reescrita
como apresenta pelo Lema 2.3 e assim, recai nos minimos quadrados padrdo e admite como

unica solugdo (24), ambas, podem ser reescritas, respectivamente, cComo:

(26)

L
¢ = argmi 2 A+ 6A)z — (b+ b))
z ngln%?gHI’HQjLZH( + 6A)z — (b+6b)|| 5.

T
=1

@:[Q+ZWWXT1FTWB+§NfNﬂ. @7)

2.2 O Problema dos Minimos Quadrados Combinado com o Método de Funcao
Penalidade

Nesta secdo serdo apresentados alguns resultados que determinam uma importante relacao
entre as expressoes dos minimos quadrados e a expressdao dada no problema de func¢do

penalidade. Esses resultados sao abordados de maneira mais detalhada em (BIANCO, 2009).

O lema a seguir considera a otimizacdo de um funcional quadritico que apresenta
incerteza paramétricas, determinando equivaléncia entre as solucdes para z. Além disso,
admitem solu¢do para o problema dos minimos quadrados com incertezas paramétricas

expressos em (13) e (26).

Lema 2.3. (BIANCO, 2009) As seguintes sentencas sdo equivalentes

1. & € argmin, IIlaX/\A)\b[HZL‘Hé +||(A+5A)x — (b+ 5b)||?,vi,

2.
T
I 0 Q 0 0 I
F=argmin| | Alz—|b 0 W 0 Alz—|0b (28)
x ~
N, Ny 0 0 M N, Ny
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3. (x,)\,7) = (&,\,4) é solugdo do sistema

—Q 0 0 I 0 0 o]/ M 0
0 -W 0 0 I 0 0[]/ 0
0 0 =M 0 0 I 0]/ 0
I 0 0o 0 o0 o0 I M| =10 (29)
0 I 0 0 0 0 Al |7 b
0 0 I 0 0 0 Ng| |73 Ny
| 0 0 0 I A" NI' 0] [z] | 0 |
Se (ATW A) for invertivel, entdo tem-se que & é solugdo tinica de 2. Além disso,
o] [-w 1 0] o
(ATWA)™ =~ |0 I 0 A 0 (30)
I 0 AT 0 I

A seguir € apresentado o conceito de funcdo penalidade sujeita a restricdes lineares de
igualdade, cuja demonstracao encontra-se presente na tese de doutorado de (BIANCO, 2009) e
mais detalhes referente a este resultado pode ser visto em (LUENBERG, 2003).

Teorema 2.1. (LUENBERG, 2003) Sejam G € R ¢ V > 0 € R™", Considere o seguinte

problema de otimiza¢do com restri¢do
N o Tyr—1
r=argminz' V "x, 3D
x
sujeito a

Gx = u, (32)

sendo que u € RF¥1. Associado ao problema com restricdo (31)-(32) tem-se o seguinte

problema sem restricdo

#(p) = argmin(Gz — B)'V1(Gr — B), (33)
sendo,
1 V=t 0 0
g= , V() = eB = , > 0.
G () 0l u
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Entdo, o limite lim,,, _,., () sempre existe e é igual a

lim #(p) = 2°, (34)

M —00

sendo 1° a solucdo de (58)-(59). Uma expressao para i(uy,) é dada por

T _
. of |V(n) G B
= 35
() [ A lar o ol (35)
Além disso, tém-se que
lim (Ga(u) — B)Y'VHGi(u) — B) = (2°)T V12 (36)

g —>00

3 Formulacao do Problema de Filtragem Otima Robusta
para Sistemas no Espaco de Estado num Cenario de Fusao
de Dados

Nesta secdo serd apresentado o desenvolvimento das estimativas robustas 6timas dos
filtros de Kalman para Sistemas nos Espacos de Estados utilizando a técnica dos Minimos
Quadrados Regularizados num Cendrio de Fusdo de Dados Ponderada e Probabilistica

combinado com a técnica de fun¢do penalidade.

3.1 Fusao Ponderada
Considere o seguinte sistema dindmico com incerteza em todos os parametros, ou seja:

Tiy1 = (£ + 0F)x; + (G + 6G;)w;,
Zivik = (Hiv1p +0Hip10)Tip1 + (Kig1k + 0Kii1 5)Vig1k, ©>0e k=1,2,...,L. (37)

sendo x; € R" o vetor de estado, z; 11, € R? o vetor da medida de saida, w; € R™ e v;41, € RP
os erros de ajuste presentes nas equacdes de estado e de medida, e [; € R™*", H,; , € RP*",
G; € R™™e K11 € RP*™ sdo assumidas as matrizes conhecidas do sistema. E 0F;, 0G;,

0H, 1 € 0Kt sdo denominadas pertubacdes nos parametros do sistema nominal variante no
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tempo. As incertezas paramétricas sao modeladas por:

[5F¢ 5Gi] = My ;A [NFi Nci] ;AL < T,

[6Ki+1,k 5Hz‘+1,k] = MM [NKHM NHHM] c 1 Ag]] <11, (38)

sendo Ml,i’ MQ’Z', NFJ', NGJ' NK

e Npg,,, , s3o matrizes conhecidas, ||A;[| < 1e [|Ay]] < 1.

i+1,k

Assim, uma solu¢do do problema de otimiza¢do que origina um algoritmo recursivo de
filtragem, que proporciona uma estimativa 6tima ao ser computado a mesma quantidade de

medidas e estados para um sistema espaco de estados num cenério de fusao de dados ponderada.

Seja a funcdo custo do sistema (37) dada por:

[Pyt o 0 0 X
Ti — T3 0 Qi_l 0 0 Ti — Lj|;
ws — 0 ws
Ji = T 0 0 Ri+1 0 T
N o 0 0 0 o
i+1 0 0 i+1
n F;, G; 0 —1 n 0F; 0G; 0 0
0 0 K1 Hiw 0 0 O0Kiy1 J0H;+
R T
Ti — Tj|;
% w; _ —Fli’l‘z —(SFlizh ] @11 @12
Vi1 Zit1 0 ‘1021 ©2
Tit1
« F;, G; 0 —I " OF; 0G; 0 0
0 0 K11 Hin 0 0 O0Kijy1 O0H;1
T — &)
« | W _ —fifui " —0F;&;); (39)
Vit1 Zi4+1 0
Tit1
11 @12
sendo, p; > 0e >0e
21 622
Hit11 Zi41,1 Vit1,1
Hiyy = P Fig1 = ; Ty =
Hiy1,L Zi+1,L Vit1,L
R, 0 0 Kit1,1 0 0
-1
Rty = 0 Riti2 0 Kigr = 0 Kit1,2 0 @0)
: 0 0 ; 0 0
0 o R4, 0 0 K11

Assumindo conhecida a estimativa a-priori para cada tempo ¢ do estado z; indicado por

T, junto com as observagdes no tempo 7 + 1 por z, atualizando para ;1};41, 0 problema de
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filtragem robusta € encontrar ;11,41 que minimize J;, considerando o caso de incertezas num

cenario de fusao de dados, isto é,

min max J; 41
T, Ti+41 61

Considerando as identificagdes apresentadas em (40) a equagdo (39) recai no problema
de filtragem robusto abordado em (BIANCO, 2009), assim, a estimativa filtrada robusta € dada

da seguinte maneira,

Teorema 3.1. Considere o sistema dindmico (37), o problema de otimizacdo em (41) e as

incertezas modeladas em (38). Suponha que:

F; G; I

— 0 K H:
[1 .., N' NLZ e o i (42)

' Hits Np;  Ng, Ni

0 N+ N+

Kip Hiyq

seja posto linha pleno para todo i. Dessa forma, tem-se que as estimativas robustas filtradas

Ti+1,i+1 € sua correspondente equagdo recursiva de Riccati sdo dadas por: Passo 0: (Condigoes

Iniciais)
—(p-1 . Frplg \-1
. —T——1_
513'0‘0 = P0|0H0 RO 20 (44)
onde,
Ry := diag Ry ] (45)

Passo 1: Atualize T;);, Py, para Ti1)i41, Pivjin

[#i41,i41, Piyr,iqal=[ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 I |

Py; 0 0 0 0 0 0o o I 0 0 &) 07
0 Ry 0 0 0 0 0o o 0 I 0 0 0
0 0 =N\ 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —NI 0 0 o I 0 0 0 0 0
0 0 0 0 w;t 0 0o M; F G; £; Zi41 O
0 0 0 0 0 0 I 0 Ny, Ng, Ng, 0 0 (46)
0 0 I 0 0 I 0o o 0 0 0 0 0
0 0 0 I MF 0 0o 0 0 0 0 0 0
I 0 0 0 FF Ng, 0 0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 6/ Ng; 0 o0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 er Neg, 0 0 0 0 0 0 —1]
Revista Mundi Engenharia, Tecnologia e Gestao. Paranagud, PR, v.5, n.8, p.302-01,302-26, 2020. 16

DOI: 10.21575/25254782rmetg2020vol5n81446



onde,

.y 0

Hit1,1 Neiy11

, it+1, F; Np. My ; 0
Ga= o Neas= s Fs [OL]; Nri= [ 01}; M [ o Mz.i];

LHiv1,L NH; 1L,
Gi 0 0 Ng; 0 0 Qi 0 0
0 K; 0 : 0 Ng. 0 : o R! 0 :

G; = it+1,1 i Ng,i:= i+1,1 D Ry = i4+1,1 L@
0 . 0 0 . 0 0 0
—1
0 0 0 Kiy1,1d 0 0 0 Nigqi, 0 0 o RZL L

Além disso, tem-se que:

A

para i > 0 fixado.

O parametro \i deve satisfazer a seguinte desigualdade i > HMlT = 'M; H e minimizar:
2 2 2
GA) = [leMllg + AMINaz(X) = No[I” + [ Asz(X) = billy ) -
onde as varidveis auxiliares sdo definidas por:

2(A) = (Qi(N) = ATWi(N)A) T (= ATWi(\)bi + NEANG,),
Qi(\) = Qi + S\NX_NAN
W, = W; + W,Hy(\ — H'W,H;) ' H Wi

3.2 Fusao Probabilistica

Considere o sistema (37) para o caso probabilistico, que diferente do apresentado na
subsecdo 3.1, onde as medidas sdo ponderadas, este consiste na utilizacdo de um tnico modelo
de medida baseado na probabilidade de varios modelos de medidas serem usados, além disso,

o0 sistema apresenta incerteza em todos os parametros, assumindo assim a seguinte forma:

Tiy1 = (£, + 0F)z; + (G + 6G;)w;,
Zi+1 = (HiJrLk -+ 6Hi+1,k>xi+1 -+ (KiJrl,k + 5Ki+1,k)vi+1,i Z Oek = 1, 2, ey L. (48)

sendo z; € R"™ os vetores de estado, 2,11 € RP os vetores da medida de saida, w; € R™
e v;i.1 € RP os erros de ajuste presentes nas equagdes de estado e de medida, e F; €
R™" Hivqp € R, G, € R™™ e K1, € RP*™ sdo assumidas as matrizes conhecidas

do sistema. E 0F;, 0G;, 0H,; 41 e 0K 41 sdo denominadas pertubagdes nos parametros do
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sistema nominal variante no tempo. As incertezas paramétricas sdo modeladas por:

OKip1r O0Hiy1p 0 Myl |0 Ay [Nk Ny

i+1,k i+1,k

sendo ||A¢]] < 1le ||Ayf < 1. Além disso H;i 1k, 0H; 11 sd0 pardmetros e incertezas,
respectivamente, de diversos modelos, escolhidas por uma cadeia de Markov ©; = k£ variante no
tempo, com distribui¢do de probabilidade 7; 5, ou seja, a cada instante ¢, o modelo de medida
z; € calculado utilizando uma das matrizes H,,, j e sua incerteza 6 H;.; j, de acordo com a

probabilidade destas serem escolhidas.

Seja a funcdo custo do sistema (48) definida da seguinte maneira:

oo [Pt 0 0 0 A
Ty — Ty|; 0 Q;l 0 0 T — &y
w; _ 0 w;
Ji = - 0 0 [71'1‘+1 0 -
i+1 0 0 0 0 xl+1
i+1 0 0 i+1
G0 A §F; 8G; 0 0
0 0 Kiy1 Hip 0 0 6K O0Hip
. T
T — By
x Wi _ | Fiy —0FEy); ©11 O12
Vit1 Zit1 0 ‘1O ©22
Tit1
o[ F G O —1 §F; 8Gi 0 0
0 0 Kiy1 Hip 0 0 O0Kijy1 O0H;
T — Ty
| o B (50)
Vit+1 Zi+1 0
Tit1
11 612
sendo, i1; > 0e >0e
21 @22
Hit11 Zig1 Vit
Hipy = . iZigl = . ;U= :
Hiy1,1 Zit1 vig1
IW?':rllJ 0 0 Kit1 0 0
-1 .
A 0 Imitie 0 : N . 0 Kiy12 O : ' s
0 0 : 0 ! o
0 o Imgh 0 0 Kiyig

O problema de filtragem robusta € encontrar Z;; ;41 que minimize .J;, considerando o
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caso de incertezas num cendrio de fusdao de dados probabilistico, isto é:

min max J;. (52)
TiyTit1 O

Considerando as identificacdes apresentadas em (51), a equagao (50) recai no problema
de filtragem robusto abordado em (BIANCO, 2009), assim, a estimativa filtrada robusta é dada

da seguinte maneira, com prova analoga a demonstrada em (BIANCO, 2009):

Teorema 3.2. Considere o sistema dindmico robusto (48), o problema de otimizacdo em (52) e
as incertezas modeladas em (49). Suponha que:

F; G; I
—T —T 0 Ki1 Hipg
1 HL, NP N SR (53)
0 Ng Nu

i+1 i+1

seja posto linha pleno para todo i. Dessa forma, tem-se que as estimativas robustas filtradas

Zit1,i+1 € sua correspondente equagdo recursiva de Riccati sdo dadas por: Passo 0: (Condigoes

Iniciais)
1 =T—=—1w \_1
Pojo = (Fy ™ + Ho Ry Ho) (54)
N 71 =—1_
l’()‘o = PO\OH() ]0 20 (55)
onde,
Ty = diag [[O,k] (56)

Passo 1: Atualize ;);, Py, para

Tir1)i+1, Pi+1|i+1

[#i41,i41, Piyrigal=[ 0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 I |
[Py 0 0 0 0 ) I 0 o 717! G 0]
0 Ry 0 0 0 0o 0 0 0 I 0 0 0
0 0 =N 0 0 0 I 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —NI 0 0 o I 0 0 0 0 0
0 0 0 0 w;t 0 0o M; F G; & Zi1 O
0 0 0 0 0 0 I 0 Ny, Ng, Ng 0 0 57
0 0 I 0 0 I 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 I MF o 0 0 0 0 0 0 0
I 0 0 0 FF Ny, 0 0 0 0 0 0 0
0 I 0 0 g Ng; 0 o0 0 0 0 0 0
) 0 0 0 er Neg, 0 0 0 0 0 0 —1]
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onde,

7 0
Hit11 Nu; 111 1
. i+1, F; Npg, My 0
E; = . i Neyi= g Fi= [01 i Nryi :{ 01]; My = |7 Ms
Hit1,L N, 11
G, 0 0 Neg; 0 0 Qi 0 0
0 K; 0 : 0 Nk, 0 : 0o Ixt 0 :
G; = i+1,1 . Ng.io= i+1,1 D Ry = i41,1 T
0 0 0 0 0 0
—1
0 0 0 K11 0 0 0 Ni, .l 0 0 o 1=l ]

Além disso, tem-se que:

A

Wi = (Z; — A UM M)

para p > 0 fixado.

O parametro \; deve satisfazer a seguinte desigualdade i > HMZT =M, H e minimizar:

G = lzW)llg + MINaz(A) = Noll”* + | Az (A) = il -

Observacao: Considerando lim=_,, que € equivalente a tomar lim,,_,,, € aplicando a

teoria de fung¢do penalidade, obtemos ;\Z-_ ' 0eW, ' =0,

4 Resultados

A seguir sdo apresentados exemplos numéricos que demonstram a eficiéncia das
estimativas filtradas robustas para sistemas no espago de estado, além de mostrar a
convergéncias dos filtros apresentados. Nos testes foram empregados como termo de

comparacao a raiz do erro médio quadratico (rms).

Para o caso da estimativa filtrada robusta no cendrio de fusdo de dados ponderada,
destacada na subse¢do (3.1), foram adaptados para o caso onde sdo considerados 3 modelos

de medidas.

Foi realizado um estudo baseado no calculo do erro médio quadratico para a estimativa
filtrada robusta com fusdo de dados ponderada, que pode ser observada na Figura 1. Para
esta simulacdo foi tomado um pardmetro / diferente, no caso H3, caracterizando uma medida
errada que apresenta uma grande distor¢ao em relagao as demais, visto que as Hy, Hy possuem
valores bem préximos, com o objetivo de simular uma falha no sistema. Com isto, é possivel

perceber que o filtro, mesmo com medidas que apresentam dispersodes, consegue ser estimado
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utilizando as informacdes presentes nas demais medidas através do uso da técnica fusdo de

dados. As curvas foram obtidas de 0, ..., 200 para cada passo recursivo de 4000 simulacdes de

Monte Carlo.

Figura 1: Erro médio quadratico para a estimativa robusta com fusao de dados ponderada.

Eno Médio Quadrtico Robusto com Fusdo Ponderada

T T T T T T T
20 40 60 80 100 120 140

Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio do teste apresentado, o filtro robusto num cenério de fusdo de dados ponderada,

demonstrou um bom desempenho em termos do erro médio quadratico, visto que o erro foi

minimizado.

A Figura 2 mostra a convergénca do valor maximo da matriz P ;1 1, calculada de acordo

com o filtro apresentado em 3.1. Isto significa que, mesmo quando um sistema possui varias
equacgoes de medidas e estd sujeito a falhas, aplicando a técnica de fusdao de dados, € possivel

obter um filtro 6timo, isso pode ser observado por meio da convergéncia da covariancia do erro

de estimativa.

Figura 2: Convergéncia de P };41 num cendrio de fusdo de dados ponderada.

Norma de P_{i+1]i+1}

Convergéncia da Riccati

1.4e31
!
12631 |
f
|
1631
830 o
6e30 o
4e30

2e30 -

Fonte: Elaborado pelo autor
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Da mesma maneira, foram realizados testes para o algoritmo da estimativa filtrada robusta
no cendrio de fusdo probabilistica, apresentada na subse¢ao (3.2), onde sdo considerados os
parametros, a variancia do ruido do modelo de medida, a matriz de probabilidade de transi¢ao
dos modelos de medida e os valores iniciais da distribui¢do de probabilidade de ©;, que sdo
dadas a seguir:

R e P e e R |

0.0198 0.18 0 0
H3=[0.6 1.2};K1:1; Ky=1; Kz=1; Mlzl. ];M2: 0 018 0 |5
0 0 0.18

Np = {0 0.5} . Ng = {0.19 —0.04} ; Ny = {—0.12 —0.06] . Ny = [—0.12 —0.06| ;
Nys = [—0.12 —0.06] . N1 =0.05 Ny =005 Ngs=005 R=0.16;

0.525 0.455 0.02
m1(0) = 0.4; m(0) =0.5; m3(0) =0.1; Pm= [0.425 0475 0.1]. (59
025 055 0.2

com valores randdomicos de ©; € {1, 2, 3}.

Foi realizado um estudo baseado no calculo do erro médio quadratico para a estimativa
robusta num cendrio fusdo de dados probabilistica, que pode ser observada na Figura 3. As

curvas foram obtidas de ¢ = 0...200 para cada passo recursivo de 4000 simulacdes de Monte
Carlo.

Figura 3: Erro médio quadratico para a estimativa robusta com fusao de dados probabilistica.

Eno Médio Quaditice Robuste com Fusio Probabilistico

ims

Fonte: Elaborado pelo autor
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A Figura 4 mostra a convergénca do valor maximo da matriz P ;41, calculada de acordo
com o filtro apresentado em 3.2. Isto significa que, mesmo quando um sistema que possui varias
equacgoes de medidas, sujeito a falhas, e aplicando a técnica de fusdo de dados, € possivel obter
um filtro 6timo, isso pode ser observado por meio da convergéncia da covariancia do erro de

estimativa.

Figura 4: Convergéncia de P )41 num cendrio de fusdo de dados probabilistica.

da Riccati

3s

Norma de P_{i+1]i+1}

0.5 -

Fonte: Elaborado pelo autor

S Consideracoes finais

Neste artigo apresentamos as estimativas recursivas robustas do tipo Kalman na forma
filtrada para sistemas no espaco de estado discretos no tempo num cendrio de fusdao de dados
para os casos ponderado e probabilistico. As estimativas robusta foram obtidas com base em
duas técnicas de otimizagdo, a saber: a técnica dos minimos quadrados e o método de fun¢ao
penalidade. A formulacao do sistema dindmico apresentado neste trabalho foi realizada de uma
maneira mais geral, apresentando ruidos tanto de estado quanto de medida e incertezas em todos

0s parametros.

Vale ressaltar que, por meio do desenvolvimento das estimativas filtradas € possivel
perceber que as mesmas sdo equivalentes aos filtros encontrados na literatura. A diferenca
estd no fato de que, neste trabalho essas estimativas foram desenvolvidas por meio de um
sistema que apresenta diversas equacdes de medidas, diferente dos trabalhos ja existentes,
uma vez que os mesmos utilizam apenas uma medi¢do em suas equacOes de saida, além
disso, possuem incertezas em todos os parametros, como pode ser observado em (ISHIHARA;
TERRA; CERRI, 2015). Essas varias medidas de observacdo estdo sujeitas a falhas podendo

assim ocasionar um mau desempenho do sistema, com isso foi necessdrio utilizar uma técnica
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denominada fusio de dados.

O presente estudo possibilitou perceber que, um sistema que possui vdrias equacoes de
medidas suscetiveis a falhas e esteja sujeito a incertezas em todos os parametros, caso uma das
medidas apresente uma falha, é possivel por meio da técnica de fusdao de dados combinar a
informacao presente em cada medida para prover novas informagdes, o que nenhuma medida
poderia oferecer de maneira individual. Os resultados obtidos por meio da convergéncia da
covariancia do erro (equacdo da Riccati), mostrou a eficdcia da técnica apresentada, pois mesmo

com o sistema sujeito a falhas, houve uma convergéncia do filtro.

Enfim, o estudo desenvolvido por meio deste trabalho possibilitou perceber que os
algoritmos apresentados podem ser aplicados a problemas que estdo sujeitos a falhas nos

processos de medidas.
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