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WITH PARTICLES WITH FUNCTIONAL GRADATION
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Resumo: Este artigo trata-se da modelagem por elementos finitos de materiais compdésitos que
apresentam gradacéao funcional com o objetivo de propor por meio da combinacdo da Teoria da
Homogeneizacdo com a Teoria da Deformac&do Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) um
modelo de analitico para a representacdo de compdsitos reforcados com fibras que
apresentam a gradacdo funcional. Para tanto, é utlizada a Regra da Poténcia para a
representacdo da distribuicdo da fase reforco do material compésito em combinagcdo com a
Regra de Mori-Tanaka para a obtencdo de seus valores médios (modulo de elasticidade,
coeficiente de Poisson e densidade). A modelagem ¢é realizada utilizando o elemento finito
Serendipity juntamente com a Teoria da Deformacdo Cisalhante de Primeira Ordem. Foram
realizadas simulagBes numéricas a fim de determinar as freqiiéncias naturais do modelo
formulado e implementado, sendo o resultado comparado com dados da literatura, tornando
possivel avaliar e ilustrar as caracteristicas de desempenho da formulagdo utilizada nos
procedimentos de modelagem de materiais compoésitos reforcados com particulas.

Palavras-chave: Compositos. Gradacao Funcional. Modelagem.

Abstract: This work present the finite element modeling of composite materials that have a
functional gradation. It was used The Mori Tanaka Homogenization combined with the First-
order Shear Deformation Theory to obtain their average values (modulus of elasticity, Poisson's
ratio and density). The modeling was performed using the rectangular Serendipity element
composed by eight nodes and five degrees of freedom per node. Numerical simulations are
performed to determine their modal parameters such as natural frequencies, the result being
compared with data from the literature, making it possible to evaluate and illustrate the
performance characteristics of the formulation used in the modeling procedures of composite
materials reinforced with particles.
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1 INTRODUCAO

Materiais com gradacéo funcional (functionally graded materials — FGM)
apresentam um gradiente de composicéo ao longo de distancias microscopicas
ou macroscopicas que sao fabricados dependendo das necessidades de
projetos. O estudo destes tipos de materiais teve inicio na década de 70, por
meio dos materiais compositos, pois estes materiais podem apresentar
gradientes de composicdo e estrutura e, com isto € possivel controlar suas
propriedades por meio destes gradientes (UEHARA, 2015).

Estes materiais vém sendo investigados por muitos pesquisadores como
Bose (2021) e Pankaj (2020), por ser uma classe de materiais relativamente
nova e, podem ser entendidos, também, como sendo materiais em que as suas
propriedades (mecanicas, térmicas e/ou quimicas) variam de acordo com a
geometria do material.

A gradacéo funcional € o modo como os constituintes de determinado
material estdo distribuidos, esta distribuicdo pode ser considerada nos trés
eixos (X, y, z) ou para um determinado eixo especifico. Para o caso de
materiais compoésitos que apresentam a gradacao funcional é mais usual a
construcdo do material de forma que as particulas variem ao longo da
coordenada da espessura, uma vez que, materiais fabricados dessa forma
apresentam menos chances de delaminacédo (DAMASIO, 2015).

O comportamento mecanico de materiais compdsitos vem sendo
amplamente analisado, em virtude de esses materiais apresentarem
propriedades superiores se comparado a materiais de uso tradicional (como
acos, aluminio, concreto, madeira, dentre outros), mediante a isto, esses
materiais tém sido aplicados a diversos setores de engenharia (aeroespacial,
automobilistico, naval, civil, etc.) (DIACENCO; LIMA; CORREA, 2012).

Para materiais compa@sitos torna-se extremamente relevante a forma
como as fases estdo distribuidas e como elas interagem entre si, além da
geometria dos agentes de refor¢o. Para tanto, se faz necessario a utilizacédo de

uma teoria que represente o comportamento da distribuicdo de particulas e sua
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relacdo com o comportamento global do material. Neste trabalho é proposta
uma formulacdo matematica e numérica para representacao do comportamento
mecanico de materiais compdsitos reforcados com particulas que apresentam

gradacéao funcional.

2 FORMULACAO DO MODELO

A Figura 1 apresenta uma ilustracdo esquematica da distribuicdo de dois

materiais (A e B) em relagé@o a espessura do compdsito do tipo FGM.

Figura 1 — llustragcao esquematica de um composito do tipo FGM.

.

Fonte: Adaptado de Damasio (2015).

Inicialmente, para representar o comportamento do material compadsito
FGM é necessario ter uma funcdo que represente a distribuicdo de particulas
ao longo de uma direcdo coordenada. Além da escolha da funcdo que
represente a distribuicdo de particulas, é necessario a escolha de uma Teoria
da Homogeneizacdo, como a Regra de Mori-Tanaka, responsavel pela analise
micromecanica e que permite a determinacdo das propriedades do material
composito utilizando as propriedades dos seus constituintes, arranjo e
guantidade relativa de cada um deles. O processo de homogeneizagéo de um
material compdsito reforcado com particulas requer a analise das propriedades
elasticas (LEKHNITSKII, 1981).
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Esta distribuicdo pode ser representada pela regra da poténcia e é dada
por Eq. 1 (FERREIRA, 2005).

Ve(2) = (i + l)p (@)

2

Sendo que V. (z) € a distribuicdo de volume relacionadas as particulas; z € a
coordenada da espessura; h é a espessura do laminado e p é o parametro que

define o perfil da variacao de volume de particulas ao longo da espessura.

A Eg.1 pode ser combinada com a Regra de Mori Tanaka e nesta regra
os médulos de compressao volumétrica (da fase matriz (g, ) e das fibras (k) )
e os modulos de distor¢ao (fase matriz (G,,) e das fibras (G.) ) sdo expressos
por (Eqg. 2) (MORI; TANAKA, 1973).

J— Em — EC — Em — EC (2)
M 3(1-2vp) Ke = 3(1-2v,) Gm = 2(1+vpm) Ge = 2(1+vc)

Sendo: E,€E. sdo os modulos de elasticidade da fase matriz e fibra, v, € v,

sao as fracOes volumétricas da fase matriz e fibra, respectivamente.

Os modulos de compressdo volumétrica e distorcdo podem ser

relacionados por (Eq. 3):

Keqg—Km _ Ve(2) Geg—Gm — Ve(2) (3)
o i) o el
m—3Gm
Sendo f1 EXPresso por.
Gy (9K +8G 3.1
fi= ( ) G4

6(Km+2Gp)
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Obtendo as distribuicbes ao longo da espessura dos modulos de

compressao volumétrica e de corte expressas pela equacao 4.

4G K +3KmKe =46 K Ve(2) + 4G K Ve (2)
4G +3Ko—3KmVe(2)—3K Ve (2)

Keq (z) =

G (Z) — Cmf1+GmGe=GmVe(2) f1+G Ve (2) f1 (4)
€q Getf1+GmVe(2)—GcVe(2)

E pela Regra de Mori-Tanaka tem-se que a aproximacao do moédulo de
elasticidade, coeficiente de Poisson e densidade ao longo da espessura séo
dados pelas Equacdes (5).

E(7) = Ka@es® )y Heg®26e0®  p(2) = Vo(2)pe + (1 = Vel2))Prm

3Keq(2)+Geq(2) T 2(3Keq(2)+Geq(2))

()

2.1 Formulacao por elementos finitos utilizando a FSDT

A Teoria FSDT utiliza cinco graus de liberdade por n6 (g.d.I's) para a
representacdo do campo de deslocamentos mecanicos, 0s quais de acordo
com Reddy (1997) sédo expressos por (Eq.6):

u(x,y,z,t) = uo(x,y,t) + zwx(x,y,t)
V(X’y1z’t):VO(X1y’t)+Z(»UY(X’y1t) (6)
w(X,y,z,t) = wo(X,y,t)

sendo wx e yy as rotacdes dos segmentos normais a superficie de referéncia

em torno dos eixos y e X respectivamente.

Para fins de implementacdo numérica recomenda-se reescrever a

Equacdo (6) de maneira matricial como mostrado na Equacéao (7).
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U (X1 Y, th) = A(Z)U(X1 y’t) (7)

A Equacéo (8) pode ser ainda reescrita conforme a Equacéao (8.1).

U y.zt)=[u(xy.zt) v(xy,zt)w(xy,zt)]" (8.1a)
1 00 z O

A2)=0 1 0 0 z (8.1b)
00100

u(x, y,t) = [uo (x, y,t) v, (x, y,t) W, (x, y,t) v, (x, y,t) v, (x, y,t)}T (8.1¢)

Existe como relacionar os deslocamentos e deformacdes utilizando a
Teoria da Elasticidade Linear que afirma que as deformag¢des mecanicas séo
definidas em termos de formas diferenciais dos deslocamentos mecanicos, tal
gual mostra a Equacgéo (9) (REDDY, 1997).

(9)

_au ov ow ou ov ou ow ov
gXX_ ! gyy_ y Y1z ’yxy_ + 1 yxz_ ’ 7yZ:
OX oy oz oy Ox 0z oy 0z

— ow
_+_
oy

Apdés a substituicdo de cada linha da Equacao (6) nas Equacgbes (9),
obtém-se:

&% ¥,2,t) =[Dy + 2D, Ju(x, ,t) = D, (2)u(x, . ) (10)

&(% Y, 2,t) =[Du(x, y,t) = Du(X, y,t) (11)

Sendo ¢, e ¢, a representacdo para as deformacdes de membrana e
cisalhamento e Di(i = 0, ..., 2) sdo matrizes formadas por operadores
diferenciais, conforme € apresentado em (12).
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(12a)

Tox 0 0 2%) O

o O
0 0

(%) (%)

o
o
N
—_——
D
2
~———

o
N
—_
Qo
2
SN —
N
—_—
Qo
54
SN —

(12b)
0 0 %X 10
D, =
0 0 8ay01

O elemento Serendipity € um elemento retangular de placa que
apresenta trés nés por aresta, perfazendo um total de oito nés (REDDY, 1997).
Existem relacfes entre as coordenadas globais e locais das pelas Equacgdes 16
(Eq. 13a, Eq. 13b, Eg. 13c e Eg. 13d). E neste trabalho sera utilizado elemento
finito do tipo Serendipity que se justifica devido ao fato de que ele apresenta
um bom desempenho na modelagem de materiais compdsitos e de estruturas

inteligentes, conforme demonstrado nos trabalhos de Reddy (1997):

£ o B (13a)
Xg—Xg4

X = %[f(xg — x,) + x4 + xg] (13b)

n= 2Y-Y6—Y2 (13C)
Y6—Y2

(13d)

1
y = g[n(y6 —y,) + Ve + ¥l

A matriz que relaciona a derivada das funcdes de forma com relagéo as

coordenadas globais com a derivada das fun¢cdes de forma com relacdo as
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coordenadas locais € expressa conforme a Equacéo (14). A partir dessa matriz

define-se o Jacobino representado pela Equacao (15).

= (14)
J = ot ag|_1 [(xg—x4) 0
Ox 9y 2 0 V6 — ¥2)
an 0dn
] = x93y 0x3y _ (yg—y,)(xg—%4) (15)
T 9gon  omoE 4

As funcbes de forma para o elemento finito do tipo Serendipity séo

expressas por:

N, (£.7) =—§(1—5)(1—n)(1+§+n)
N, (E,7) =%(1—§)(1+§)(1—77)
N, (E.77) =—§(1+§)(1—§)(1—5+n)
(16)
N, (.7) =%(1+§)(1+77)(1—77)
N, (,77) =—%(1+§)(1+77)(1—5+77)

NG (.7) =%(1—§)(1+§)(1+77)

N, (&,17) =—§(1—§)(1+n)(1+§—n)
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Ny (&,7) =%(1—§)(1+77)(1—77)

As variaveis mecanicas apresentadas nas Equacdes (7), (9) e (10) sdo
convertidas para a formulacdo em elementos finitos usando as funcdes de
forma do elemento finito Serendipity (Equagbes (16)) (DIACENCO; LIMA;
CORREA, 2012). Conforme é representado pelas Eqs 17.

U(x,y,z,t) = A(Z)N(S nu(t) (17a)
& (XY, 2,t) =D, (Z)N(&,mu(t) = B, (&7, 2)u(t) (17b)
& (% ¥, 2,t) = D,N(&, m)u(t) = BN (&, 7)u(t) (17c¢)

Por meio das interpolagbes dos campos de deslocamentos e
deformacdes, as expressbes das energias cinéticas e deformacdo podem ser
formuladas, respectivamente, como segue: (Eg. 18 e Eq. 19) (ZIENKIEWICZ,
2000).

KE(t):%uT ()M ©u(t) (18)

S, (t)= % uT (K ©ut) (19)

Sendo: M® é a matriz elementar de massa e K® é a matriz elementar de
rigidez, a qual foi separada em efeito de flexdo-membrana e cisalhamento,

K©® = k!9 + K® e séo expressas, respectivamente, como mostra as equagdes

20,21 e 22:
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(20)
n Za S=+lnp=+1

MO=Y [ [ [ ANT(EmA (2)A@)IN(E n)det(d)dndédz

k=1 2=2, &=-1n=-1

K© =yn_ fzk+1fs‘ +1fn ‘I BT (&,m,2)Ck By (€,n,2) det()) dndidz 1)

Z=Z}

K =Ty [0 (S0 (BT (g, 2)CE By (6,1,2) det() dndgdz (22)

Z=Zy n=-1

Sendo que: p é a densidade, NT(¢,n) é a matriz transposta das funcdes de
forma do elemento Serendipity, AT é a matriz transposta da matriz A, expressa
na Equacdo (8), N(&,n) é a matriz das funcGes de forma, Bo'e Bs' sdo as
matrizes transpostas dos operadores, respectivamente, aplicados as fungdes
de forma do elemento Serendipity em coordenadas locais, Bo e Bs sdo as
matrizes dos operadores em coordenadas locais e C é a matriz dos
coeficientes elasticos para um material ortotropico para os efeitos de flexao-

membrana e cisalhamento, mostrado nas Equagdes 21 e 22.
Aplica-se a conectividade dos nos para a obtencdo das matrizes globais
e usando procedimentos padrbes de montagem por elementos finitos tem-se

equacao global do movimento no dominio do tempo € escrita conforme a
Equacéo (23) (HUEBNER, 1982)

Md(t) + Kq(t) = (1) (23)
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Sendo e e o as matrizes de rigidez global e de
M= MO K=[]TK®

e=1 e=1

massa. O simbolo U indica a matriz de montagem, q(t) é o vetor de
deslocamento global e f(t) é o vetor de cargas generalizadas.

Para a condicao de vibracéao livre e de modo a obter a Equacéo (23) no

dominio da frequéncia, ttm-se as seguintes considerac¢des (Equacéo 24):

{at)} ={Q}e (24)

Derivando, duas vezes, a Equacéo (24) em fungcédo do tempo € possivel
obter a Equacéo (25).

{4} =-o*{Q}e" (25)

Substituindo as Equacdes (24) e (25) na Equacao (26), tem-se a
Equacéao (26)

(K-o")}{Q}=0 (26)

Sendo w sdo os autovalores que representam o quadrado das frequéncias
naturais e {Q} sdo o0s autovetores que representam 0s correspondentes

deslocamentos dos seus respectivos modos.

3 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Revista Mundi Engenharia, Tecnologia e Gestédo. Paranagua, PR, v.6, n. 4, p. 379-01, 379-16, 2021.
DOI: 10.21575/25254782rmetg2021vol6n41602

11



Este trabalho utilizou como metodologia de pesquisa a simulacdo
computacional. Inicialmente foram utilizadas teorias analiticas como a Teoria
da Homogeneizacdo em combinagcdo com a Teoria da Deformacao Cisalhante
de Primeira Ordem (FSDT) com o objetivo de se obter a representagcéo
analitica do material compdsito. Para a realizacdo modelagem da estrutura foi
empregado o Meétodo de Elementos Finitos em combinacdo com a
representacdo analitica realizada. Seguidamente, o modelo formulado foi

implementado em ambiente de programacgao MatLab®.

4 RESULTADOS NUMERICOS

Para a analise do desempenho da metodologia proposta no presente
trabalho foi considerado um material compdésito com gradacédo funcional que
apresenta a geometria de uma placa plana quadrada formada por uma matriz
metalica constituida de aluminio reforcada com particulas de 6xido de aluminio,
conforme ilustra a Figura 2 (a) apresentando razdo comprimento (L) e
espessura (h) de 5. A Figura 2(b) mostra a discretizacdo do modelo de

elementos finitos composto por 64 (8x8) elementos de placa plana.

Figura 2 — (a) Placa composita; (b) Discretizagdo da placa.

-
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Fonte: Dos autores (2021).
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Os valores das propriedades do material desta camada compdsita sédo
fornecidos nas referéncias de Damasio (2015) e estdo apresentados na Tabela
1.

Tabela 1 — Propriedades da placa compdsita reforcada com particulas

Propriedades dos materiais Valores
EaL (GPa) 70
VAL 0,30
paL (kg/m®) 2707
EaLco03 (GPa) 380
V AL203 0,30
P aL203 (kg/m?3) 3800

Fonte: Dos autores (2021).

As frequéncias naturais obtidas do modelo proposto e implementado
estdo apresentadas na Tabela 2 para diferentes valores de distribuicdo de

particulas (parametro p).

Tabela 2 — Valores das frequéncias naturais obtidos

Valores de p p=0 p=0.5 p=1 p=4

Frequéncias naturais 2,110 1,804 1,628 1,388

Fonte: Dos autores (2021).

Observa-se que as os valores de frequéncias naturais decrescem a
medida que a distribuicdo de particulas aumenta.

A validacdo do modelo foi realizada comparando-se os valores da
primeira frequéncia natural obtida para diferentes valores de distribuicdo de
particulas (p) deste trabalho com os resultados apresentados nos trabalhos de
Damasio (2015) e Loc Tran, Ferreira e Nguyen-Xuan (2013). As propriedades
do material foram as mesmas apresentadas na Tabela 1, com excecédo da
malha de elementos finitos, a qual foi considerada 20x20, para fins de
comparacao e validacao, pois os autores Damasio (2015) e Loc Tran, Ferreira

e Nguyen-Xuan (2013) utilizaram esta discretizagcdo em seus modelos.
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A Tabela 3 apresenta os valores da primeira frequéncia natural
considerando diferentes valores de p e para uma discretizacdo de malha de

elementos finitos de 20x20.

Tabela 3 — Validac¢&@o da frequéncia natural

Modelo p=0 p=0.5 p=1 p=4
Damasio (2015) 2,117 1,803 1,631 1,383
TRAN, FERREIRA, | 2,112 1,805 1,624 1,397
NGUYEN-XUAN (2013)

Modelo Implemententado 2,113 1,799 1,635 1,393

Fonte: Dos autores (2021).

Comparando-se a Tabela 2 com a Tabela 3, pode-se notar
gualitativamente que, houve uma pequena variacdo dos valores da frequéncia
natural em relagcédo a discretizacdo da malha de elementos finitos.

A Tabela 4 apresenta as primeiras cinco frequéncias naturais obtidas a
partir do modelo formulado e implementado. Nota-se, qualitativamente que, ha
um mesmo padrdo para as outras frequéncias naturais em relacdo ao
parametro p, isto é, os valores de frequéncias diminuem a medida que p

aumenta.

Tabela 4 — Valores das primeiras cinco frequéncias naturais

Frequéncias Naturais

Valores de p p=0 p=0.5 p=1 p=4

12 2,110 1,804 1,628 1,388
22 3,897 3,612 3,448 3,201
32 3,897 3,619 3,451 3,201
42 4,623 4,397 4,153 3,929
52 4,623 4,403 4,155 3,935

Fonte: Dos autores (2021).

5 CONCLUSAO

Foi possivel propor por meio da combinacdo da Teoria da
Homogeneizagdo com a Teoria da Deformacédo Cisalhante de Primeira Ordem

(FSDT) um modelo de analitico para a representacdo de compdésitos reforcados
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com fibras que apresentam a gradacao funcional. A partir do modelo proposto
foi realizada a implementacdo numérica com o objetivo de realizar a anélise
modal, por meio da obtencdo das frequéncias naturais do modelo, sendo
possivel afirmar valores de frequéncias naturais decrescem a medida que a
distribuicdo de particulas aumenta. Os resultados foram validados por meio de

dados publicados na literatura.
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	1 INTRODUÇÃO
	Materiais com gradação funcional (functionally graded materials – FGM) apresentam um gradiente de composição ao longo de distâncias microscópicas ou macroscópicas que são fabricados dependendo das necessidades de projetos. O estudo destes tipos de m...
	Estes materiais vêm sendo investigados por muitos pesquisadores como Bose (2021) e Pankaj (2020), por ser uma classe de materiais relativamente nova e, podem ser entendidos, também, como sendo materiais em que as suas propriedades (mecânicas, térmicas...
	A gradação funcional é o modo como os constituintes de determinado material estão distribuídos, esta distribuição pode ser considerada nos três eixos (x, y, z) ou para um determinado eixo específico. Para o caso de materiais compósitos que apresentam ...
	O comportamento mecânico de materiais compósitos vem sendo amplamente analisado, em virtude de esses materiais apresentarem propriedades superiores se comparado a materiais de uso tradicional (como aços, alumínio, concreto, madeira, dentre outros), me...
	Para materiais compósitos torna-se extremamente relevante a forma como as fases estão distribuídas e como elas interagem entre si, além da geometria dos agentes de reforço. Para tanto, se faz necessário à utilização de uma teoria que represente o comp...
	2 FORMULAÇÃO DO MODELO
	A Figura 1 apresenta uma ilustração esquemática da distribuição de dois materiais (A e B) em relação à espessura do compósito do tipo FGM.
	Figura 1 – Ilustração esquemática de um compósito do tipo FGM.
	Fonte: Adaptado de Damasio (2015).
	Inicialmente, para representar o comportamento do material compósito FGM é necessário ter uma função que represente a distribuição de partículas ao longo de uma direção coordenada. Além da escolha da função que represente a distribuição de partículas,...
	Esta distribuição pode ser representada pela regra da potência e é dada por Eq. 1 (FERREIRA, 2005).
	,𝑉-𝐶.(𝑧)=,,,𝑧-ℎ.+,1-2..-𝑝.                                                                       (1)
	Sendo que ,𝑉-𝐶.(𝑧) é a distribuição de volume relacionadas às partículas; z é a coordenada da espessura; h é a espessura do laminado e p é o parâmetro que define o perfil da variação de volume de partículas ao longo da espessura.
	A Eq.1 pode ser combinada com a Regra de Mori Tanaka e nesta regra os módulos de compressão volumétrica (da fase matriz (,𝐾-𝑚.) e das fibras (,𝐾-𝑐.) ) e os módulos de distorção (fase matriz (,𝐺-𝑚.) e das fibras (,𝐺-𝑐.) ) são expressos por (Eq....
	,𝐾-𝑚.=,,𝐸-𝑚.-3(1−2,𝑣-𝑚.).         ,𝐾-𝑐.=,,𝐸-𝑐.-3(1−2,𝑣-𝑐.).         ,𝐺-𝑚.=,,𝐸-𝑚.-2(1+,𝑣-𝑚.).    ,𝐺-𝑐.=,,𝐸-𝑐.-2(1+,𝑣-𝑐.).              (2)
	Sendo: ,𝐸-𝑚. e ,𝐸-𝑐. são os módulos de elasticidade da fase matriz e fibra, ,𝑣-𝑚. e ,𝑣-𝑐.  são as frações volumétricas da fase matriz e fibra, respectivamente.
	Os módulos de compressão volumétrica e distorção podem ser relacionados por (Eq. 3):
	,,𝐾-𝑒𝑞.−,𝐾-𝑚.-,𝐾-𝑐.−,𝐾-𝑚..=,,𝑉-𝑐.(𝑧)-1+,𝑉-𝑚.(𝑧),,,𝐾-𝑐.−,𝐾-𝑚.-,𝐾-𝑚.−,4-3.,𝐺-𝑚....                    ,,𝐺-𝑒𝑞.−,𝐺-𝑚.-,𝐺-𝑐.−,𝐺-𝑚..=,,𝑉-𝑐.(𝑧)-1+,𝑉-𝑚.(𝑧),,,𝐺-𝑐.−,𝐺-𝑚.-,𝐺-𝑚.−,𝑓-1....                               ...
	Sendo ,𝑓-1. expresso por:
	,𝑓-1.=,,𝐺-𝑚.(9,𝐾-𝑚.+8,𝐺-𝑚.)-6(,𝐾-𝑚.+2,𝐺-𝑚.).                                                                                             (3.1)
	Obtendo as distribuições ao longo da espessura dos módulos de compressão volumétrica e de corte expressas pela equação 4.
	, 𝐾-𝑒𝑞.(𝑧)=,4,𝐺-𝑚.,𝐾-𝑚.+3,𝐾-𝑚.,𝐾-𝑐.−4,𝐺-𝑚.,𝐾-𝑚.,𝑉-𝑐.(𝑧)+4,𝐺-𝑚.,𝐾-𝑐.,𝑉-𝑐.(𝑧)-4,𝐺-𝑚.+3,𝐾-𝑐.−3,𝐾-𝑚.,𝑉-𝑐.(𝑧)−3,𝐾-𝑐.,𝑉-𝑐.(𝑧).
	,𝐺-𝑒𝑞.(𝑧)=,,𝐺-𝑚.,𝑓-1.+,𝐺-𝑚.,𝐺-𝑐.−,𝐺-𝑚.,𝑉-𝑐.(𝑧),𝑓-1.+,𝐺-𝑐.,𝑉-𝑐.(𝑧),𝑓-1.-,𝐺-𝑐.+,𝑓-1.+,𝐺-𝑚.,𝑉-𝑐.(𝑧)−,𝐺-𝑐.,𝑉-𝑐.(𝑧).                                                                (4)
	E pela Regra de Mori-Tanaka tem-se que a aproximação do módulo de elasticidade, coeficiente de Poisson e densidade ao longo da espessura são dados pelas Equações (5).
	𝐸(𝑧)=,9,𝐾-𝑒𝑞.(𝑧),𝐺-𝑒𝑞.(𝑧)-,3𝐾-𝑒𝑞.(𝑧)+,𝐺-𝑒𝑞.(𝑧).         (𝑧)=,3,𝐾-𝑒𝑞.(𝑧)−2,𝐺-𝑒𝑞.(𝑧)-,2(3𝐾-𝑒𝑞.(𝑧)+,𝐺-𝑒𝑞.(𝑧)).      𝜌(𝑧)=,𝑉-𝑐.(𝑧),𝜌-𝑐.+(1−,𝑉-𝑐.(𝑧)),𝜌-𝑚.
	(5)
	2.1 Formulação por elementos finitos utilizando a FSDT
	A Teoria FSDT utiliza cinco graus de liberdade por nó (g.d.l’s) para a representação do campo de deslocamentos mecânicos, os quais de acordo com Reddy (1997) são expressos por (Eq.6):
	u(x,y,z,t) = u0(x,y,t) + zψx(x,y,t)
	v(x,y,z,t)=v0(x,y,t)+zψy(x,y,t)                                                                (6)
	w(x,y,z,t) = w0(x,y,t)
	sendo ψx e ψy as rotações dos segmentos normais à superfície de referência em torno dos eixos y e x respectivamente.
	Para fins de implementação numérica recomenda-se reescrever a Equação (6) de maneira matricial como mostrado na Equação (7).
	Existe como relacionar os deslocamentos e deformações utilizando a Teoria da Elasticidade Linear que afirma que as deformações mecânicas são definidas em termos de formas diferenciais dos deslocamentos mecânicos, tal qual mostra a Equação (9) (REDDY, ...
	(9)
	Após a substituição de cada linha da Equação (6) nas Equações (9), obtém-se:
	(10)
	(11)
	Sendo ,𝜀-𝑏. e ,𝜀-𝑠. a representação para as deformações de membrana e cisalhamento e Di(i = 0, ..., 2) são matrizes formadas por operadores diferenciais, conforme é apresentado em (12).
	(12a)
	(12b)
	O elemento Serendipity é um elemento retangular de placa que apresenta três nós por aresta, perfazendo um total de oito nós (REDDY, 1997).  Existem relações entre as coordenadas globais e locais das pelas Equações 16 (Eq. 13a, Eq. 13b, Eq. 13c e Eq. 1...
	𝜉=,2𝑥−,𝑥-8.−,𝑥-4.-,𝑥-8.−,𝑥-4..                                                                                                   (13a)
	𝑥=,1-2.,𝜉,,𝑥-8.−,𝑥-4..+,𝑥-4.+,𝑥-8..                                                                            (13b)
	𝜂=,2𝑦−,𝑦-6.−,𝑦-2.-,𝑦-6.−,𝑦-2..                                                      (13c)
	𝑦=,1-2.,𝜂,,𝑦-6.−,𝑦-2..+,𝑦-6.+,𝑦-2..                                                                           (13d)
	A matriz que relaciona a derivada das funções de forma com relação às coordenadas globais com a derivada das funções de forma com relação às coordenadas locais é expressa conforme a Equação (14). A partir dessa matriz define-se o Jacobino representado...
	𝐽=,,,𝜕𝑥-𝜕𝜉.-,𝜕𝑦-𝜕𝜉.-,𝜕𝑥-𝜕𝜂.-,𝜕𝑦-𝜕𝜂...=,1-2.,,,(𝑥-8.,−𝑥-4).-0-0-(,𝑦-6.−,𝑦-2.)..                                                              (14)
	𝐽=,𝜕𝑥-𝜕𝜉.,𝜕𝑦-𝜕𝜂.−,𝜕𝑥-𝜕𝜂.,𝜕𝑦-𝜕𝜉.=,,,𝑦-6.−,𝑦-2..,(𝑥-8.,−𝑥-4).-4.                                                                          (15)
	(16)
	As variáveis mecânicas apresentadas nas Equações (7), (9) e (10) são convertidas para a formulação em elementos finitos usando as funções de forma do elemento finito Serendipity (Equações (16)) (DIACENCO; LIMA; CORRÊA, 2012). Conforme é representado p...
	Por meio das interpolações dos campos de deslocamentos e deformações, as expressões das energias cinéticas e deformação podem ser formuladas, respectivamente, como segue: (Eq. 18 e Eq. 19) (ZIENKIEWICZ, 2000).
	(20)
	,𝐾-𝑏-,𝑒..=,𝑘=1-𝑛-,𝑧=,𝑧-𝑘.-,𝑧-𝑘+1.-,𝜉=−1-𝜉=+1-,𝜂=−1-𝜂=+1-,𝐵-𝑏-𝑇.,𝜉,𝜂,𝑧.,𝐶-𝑏-𝑘.....,𝐵-𝑏-.,𝜉,𝜂,𝑧.,det-,𝐽..𝑑𝜂𝑑𝜉𝑑𝑧             (21)
	,𝐾-𝑠-,𝑒..=,𝑘=1-𝑛-,𝑧=,𝑧-𝑘.-,𝑧-𝑘+1.-,𝜉=−1-𝜉=+1-,𝜂=−1-𝜂=+1-,𝐵-𝑠-𝑇.,𝜉,𝜂,𝑧.,𝐶-𝑠-𝑘.....,𝐵-𝑠-.,𝜉,𝜂,𝑧.,det-,𝐽..𝑑𝜂𝑑𝜉𝑑𝑧              (22)
	(23)
	Sendo  e  as matrizes de rigidez global e de massa. O símbolo  indica a matriz de montagem, q(t) é o vetor de deslocamento global e f(t) é o vetor de cargas generalizadas.
	Para a condição de vibração livre e de modo a obter a Equação (23) no domínio da frequência, têm-se as seguintes considerações (Equação 24):
	(24)
	Sendo ω são os autovalores que representam o quadrado das frequências naturais e {Q} são os autovetores que representam os correspondentes deslocamentos dos seus respectivos modos.
	3 PROCEDIMENTOS METODOLÓGICOS
	Este trabalho utilizou como metodologia de pesquisa a simulação computacional. Inicialmente foram utilizadas teorias analíticas como a Teoria da Homogeneização em combinação com a Teoria da Deformação Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) com o objetivo...
	4 RESULTADOS NUMÉRICOS
	Para a análise do desempenho da metodologia proposta no presente trabalho foi considerado um material compósito com gradação funcional que apresenta a geometria de uma placa plana quadrada formada por uma matriz metálica constituída de alumínio reforç...
	Os valores das propriedades do material desta camada compósita são fornecidos nas referências de Damásio (2015) e estão apresentados na Tabela 1.
	Fonte: Dos autores (2021).
	As frequências naturais obtidas do modelo proposto e implementado estão apresentadas na Tabela 2 para diferentes valores de distribuição de partículas (parâmetro p).
	Fonte: Dos autores (2021).
	Observa-se que as os valores de frequências naturais decrescem à medida que a distribuição de partículas aumenta.
	A validação do modelo foi realizada comparando-se os valores da primeira frequência natural obtida para diferentes valores de distribuição de partículas (p) deste trabalho com os resultados apresentados nos trabalhos de Damásio (2015) e Loc Tran, Ferr...
	A Tabela 3 apresenta os valores da primeira frequência natural considerando diferentes valores de p e para uma discretização de malha de elementos finitos de 20x20.
	Fonte: Dos autores (2021).
	Comparando-se a Tabela 2 com a Tabela 3, pode-se notar qualitativamente que, houve uma pequena variação dos valores da frequência natural em relação à discretização da malha de elementos finitos.
	A Tabela 4 apresenta as primeiras cinco frequências naturais obtidas a partir do modelo formulado e implementado. Nota-se, qualitativamente que, há um mesmo padrão para as outras frequências naturais em relação ao parâmetro p, isto é, os valores de fr...
	Fonte: Dos autores (2021).
	5 CONCLUSÃO
	Foi possível propor por meio da combinação da Teoria da Homogeneização com a Teoria da Deformação Cisalhante de Primeira Ordem (FSDT) um modelo de analítico para a representação de compósitos reforçados com fibras que apresentam a gradação funcional. ...
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