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RESUMO: Neste artigo, analisamos véarias formas de resolugdo do item ¢) da questdao 3 da
segunda fase da OMIF 2022. A partir delas, discutimos a importancia de trabalhar extensiva-
mente com permutagoes com repeticao no ensino médio, mostrando que elas permitem resolver
rapidamente e sem o uso exagerado de formulas uma grande gama de problemas de combinatéria.
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ENUNCIADO

(Questao 03 - item ¢ - OMIF - 22 fase- 2022).

Ana e Bia devem entregar um unico relatério para uma disciplina da escola e precisam
decidir quem sera a responsavel por passid-lo a limpo. Para isso, resolvem usar uma caixa que
seu professor de matemaética havia deixado na sala para explicar probabilidade & turma. Dentro
da caixa, ha exatamente 3 bolas azuis, 4 bolas brancas e 4 bolas cinzas, todas idénticas, exceto
pela cor. Elas combinam o seguinte: Ana deve retirar, ao mesmo tempo, duas bolas desta caixa
de maneira aleatéria e verificar as suas cores. Se ambas tiverem a mesma cor, entdo Ana deve
passar o relatério a limpo. Caso contrario, ela deve devolver as bolas a caixa e Bia devera
realizar o mesmo procedimento. Elas vao se alternando nas retiradas e a primeira que obtiver

duas bolas com a mesma cor serd a responsavel por passar o relatério a limpo.
a) Qual é a probabilidade de Ana obter duas bolas de mesma cor ja na sua primeira retirada?
b) Qual é a probabilidade de Bia ter que passar o relatério a limpo?

¢) Apés ficar decidido quem ird passar o relatério a limpo, Ana e Bia decidem dispor todas
as 11 bolas em linha reta de modo que nao existam duas bolas brancas adjacentes. Quantas

disposicoes diferentes respeitam esta condicao?

OMIF - V.1 - 2023



mailto:diego.zontini@ifpr.edu.br
mailto: joao.garcia.ifpr@gmail.com

REVISTA DA OLIMPIADA DE MATEMATICA DAS INSTITUICOES FEDERAIS

RESOLUCAO

Nosso foco esta no item ¢, o qual pode ser explorado de diversas formas, vejamos algumas

possiveis solugoes diferentes da solugao da prova apresentada em [10]:

Solugao alternativa 1:

Para evitar que tenhamos duas bolas brancas adjacentes, vamos criar blocos de duas bolas,
com a primeira bola sendo branca e segunda nao branca (azul ou cinza). Desta forma nao é
possivel que duas bolas brancas fiquem adjacentes. Surge uma primeira pergunta, toda solugao
pode ser escrita usando tais blocos? Infelizmente nao, porém, todos os casos em que a iltima
bola nao é branca podem ser descritos da forma acima usando quatro blocos. Nos demais casos,
quando a tltima bola é branca, podemos proceder da mesma forma, formando agora trés blocos,
pois uma bola branca estara fixada na ultima posicao. Sendo assim, vamos separar em dois
casos: o primeiro é quando a ultima bola ndo é branca; o segundo, quando a ultima bola é
branca.

Para facilitar a visualizacao, denotaremos uma bola azul por um circulo com a letra A, uma
bola branca por um circulo com a letra B, uma bola cinza por um circulo com a letra C' e um

bloco de duas bolas por um circulo com as letras de suas respectivas cores:

(@)(®)(©)(a) (xe)

No primeiro caso, quando a tultima bola nao é branca, temos quatro sub-casos possiveis, os

quais sao desenhados a seguir:

a1, (P9)(0) (30) (50) () (D) ()

a2 (P0)(00)(60) (5) (©) () ()
ey P(0) () (34) (@) (©) ()
e s PO (B0)(52) (@) (©)(©)

A quantidade de configuragoes possiveis em cada sub-caso pode ser calculada utilizando uma
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permutagao com repeticao, sendo elas, respectivamente:

PP = %3!:35;
PP = 3!7—!2!:420;
P2 = %52!:630;
PP = 4% = 140.

Analisando o segundo caso, no qual a tltima bola é uma bola branca fixada, restam dez bolas
para serem posicionadas, sendo que destas dez temos trés bolas brancas, portanto necessitamos
montar trés blocos. Neste segundo caso também teremos quatro sub-casos possiveis, os quais

sao desenhados a seguir:

a1, P () (O O® @)

ez POV (@ ® @)
ey FOEV(EV©@© @)
e EVENEV©@ @@

As quantidades de configuragoes possiveis em cada sub-caso sdo, respectivamente:

P} = 3% = 140;
PP*? = %:630;
P = %:420;
Pt = 3%“:35.

A quantidade de possibilidades totais é a soma dos dois casos, ou ainda, a soma dos oito
sub-casos:
(35 + 420 + 630 + 140) + (140 + 630 + 420 + 35) = 2450.
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Solugao alternativa 2:
Para evitar que tenhamos duas bolas brancas consecutivas, vamos posicionar primeiramente
as bolas nao brancas (azuis ou cinzas), mantendo um espaco inicial, um espago final e um espago

entre bolas consecutivas quaisquer, por exemplo:

OBOCEOCERONIONIONION

A configuragao anterior pode ser feita de varias formas diferentes, tal quantidade pode ser

calculada por uma permutacao com repeticao:

374 _ 7' _
TV T 35.

Agora devemos posicionar as bolas brancas, colocando no maximo uma bola branca em cada
espago, isso pode ser feito atribuindo ”sim” ou "nao” em cada espago, sendo que "sim” significa
que colocaremos uma bola branca e "nao” significa que nao sera colocada uma bola branca.
Assim, abreviando as palavras sim e nao pelas letras ”s” e "n”, temos oito espagos para inserir
quatro ’s” e quatro "n”, tal problema é analogo a analise de quantidade de anagramas na palavra

“ssssnnnn”, que pode ser calculada por uma permutagao com repeticao:

474 _ 8! _
Pt = =10,

Como cada configuracao das bolas nao brancas permite todas as possiveis configuragoes das

bolas brancas, temos um total de 35 x 70 = 2450 casos.

Solugao alternativa 3:
Primeiramente vamos posicionar as bolas brancas, considerando espacos antes da primeira

bola, entre duas bolas consecutivas e apds a ultima bola branca:

Agora, basta colocarmos as demais bolas nos espacos, com a obrigacao de colocar pelo
menos uma bola nos espacos entre duas bolas brancas. Tal problema é equivalente & analise de

quantidade de solucoes da Equacao Diofantina:
at+b+tct+d+e=7, (1)

com a,b,c,d,e € N, b>1,¢>1ed>1. Aqui estamos considerando a a quantidade de bolas
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no primeiro espaco a esquerda, b no segundo espago e assim por diante.
Para eliminar as restri¢cbes sobre as varidveis b, ¢ e d, podemos fazer mudancas de variaveis.

Considere as novas variaveis:

b = b—1,;
c = c—1;
= d-1

Substituindo na equagao (1), obtemos

a+b+1+c+1+d+1+e = 7
a+b+c+dt+e = 4, (2)

com a,b,¢,d, e € N.

Para analisar a quantidade de solugdes da equagao (2), podemos fazer uso de uma permutagao
com repetigao. Para isto, podemos ver a equagdo como um problema de bolas e tragos [6].
Considerando quatro tracos, um para cada sinal 4, e quatro bolas, referente ao valor 4 a direita
do igual. Temos que a quantidade de soluctes é a mesma que a quantidade de permutacoes dos

objetos:

dada pela permutacao com repeticao

Por fim, como as bolas ndo brancas nao sao todas iguais, para cada uma das 70 configuragoes
. < . . 3,4
possiveis, podemos permutar as bolas nao brancas entre si, podendo fazer isto de P;”" = 35

maneiras diferentes. Portanto, o total de possibilidades é

70 x 35 = 2450.

Solugao alternativa 4:
Primeiramente vamos posicionar as bolas brancas, considerando espacos antes da primeira

bola, entre duas bolas consecutivas e apds a ultima bola branca:
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Agora, vamos colocar trés bolas nao brancas, uma em cada espaco entre duas bolas brancas.

Denotaremos as bolas nao brancas pela letra IV, independente de sua cor.

ONONBONORONONO

Entao, basta posicionar as outras quatro bolas nao brancas nos cinco espagos, agora nao

temos mais restrigoes, portanto, é equivalente & um problema de bolas e tracos possuindo 4

tracos, referente as quatro bolas brancas, e quatro bolas, referentes as quatro bolas nao brancas

restantes.
. 4.4 ! . .
Isto pode ser feito de Py™" = ﬁ = 70 maneiras. Por fim, para cada uma das 70 maneiras,
~ . . |
podemos permutar as bolas nao brancas entre si, o que pode ser feito de P73 4 = ﬁ =35

maneiras, gerando um total de 70 x 35 = 2450 disposigoes diferentes.

Em cada uma das solucées alternativas apresentadas, utilizamos permutacao com repeticao.
Como sugerido por Morgado et. al. em [8], as férmulas de arranjo e combinagao sao meras apli-
cacoes de permutacoes. Sendo assim, compactuamos com Mendes [7] que o uso de permutagoes
para resolver problemas de andlise combinatéria é um caminho alternativo e confirmativo.

Comumente, percebemos nos livros diddticos um enfoque maior para os casos de permutacao
simples, arranjo simples e combinac¢ao simples, como podemos notar em [3]. Neste caso, é
incentivado a deducao e uso de férmulas para estes trés casos.

O uso de férmulas para resolver exercicios de anélise combinatéria, em detrimento ao princi-
pio fundamental da contagem, tem sido estudado por diversos autores [1, 2, 4, 5] e se mostrado
ineficaz. Sendo assim, incentivamos utilizar permutacao na resolucao de qualquer exercicio de
analise combinatéria, a qual é facilmente compreendida por estudantes a partir do principio
fundamental da contagem.

Obviamente que problemas mais complexos de analise combinatéria podem ser facilitados
com o uso de féormulas. Porém, sem uma boa base em relagdo ao principio fundamental da
contagem e o principio aditivo, o estudante se quer consegue propor estratégias para resolver
tais problemas. Infelizmente, apesar de avancos nos livros didaticos em relacao ao emprego do
Principio Fundamental da Contagem na resolucao de problemas, em geral, o0 mesmo é apenas
empregado na introducdo do capitulo [11].

Em problemas onde repeticoes devem ser consideradas, a dificuldade é aumentada e é ne-
cessario que os estudantes estejam cientes que isto pode ocasionar na necessidade de mudancas
de estratégia de resolugao [12]. De acordo com Aratjo e Rocha [2], os estudantes apresentam
dificuldades em problemas de anélise combinatéria envolvendo os invariantes de ordem e repeti-

¢ao. Além disso, casos de permutacao com repeticao, que consideramos a porta de entrada para
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os problemas envolvendo repetigoes, comumente sao pouco trabalhados. Em [3], tal assunto é
abordado apds os casos de arranjo e combinacao simples, sendo dedicada meia pagina para o
assunto.

A questao da OMIF considerada neste artigo, mostra a importancia de trabalhar bem per-
mutagoes com repeticao em analise combinatéria, o que pode ser feito antes mesmo de se dedicar
a problemas de arranjo e combinagao, os quais podem ser vistos como casos particulares de per-
mutagao. Mesmo em casos de combinagao simples, permutagao com repeticao pode ser uma

alternativa para evitar o uso da férmula de combinacao, como sugerido na solugao alternativa 2.

CONSIDERACOES FINAIS

Apresentamos formas pouco abordadas em livros diddticos e em contextos escolares de lidar
com combinacoes e arranjos, destacando o uso de permutacao com repeticao para resolucao dos
mais variados problemas. Na andlise do item c) desta questao da OMIF, percebemos que um
problema combinatério pode ser simplificado com o uso de conhecimentos bésicos de permutacao
com repeticao. Além disso, percebemos que parte da dificuldade enfrentada pelos estudantes
surge da utilizacdo de férmulas, assim, reforcamos que as férmulas mais complexas se tornam
desnecessarias e substituiveis por ideias simples envolvendo conceitos de permutacao com repe-
ticdo. Esta questao enfatiza o potencial das questoes da OMIF para aprofundar a discussao em
sala de aula, tanto nos diferentes pontos de vista para resolucao de uma mesma questao, quanto
na necessidade de enfoque em contetidos importantes, possibilitando um momento de construcao

conjunta, entre docente e discentes, de novos conhecimentos matematicos.
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